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On the conjecture for odd harmonic number
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 Ore conjectured that there exists no odd harmonic number except for 1. In this paper, it is 

proved that every nontrivial odd harmonic number , if it exists, is divisible by a prime number 

greater than 11. This result gives a supporting evidence for the conjecture.

Cyclotomic numbersPerfect numbers, : Harmonic numbers,Key words

数を研究することが完全数 を研究す ることに繋

がるのである.

自然数 πに対 して,σ(η)を ηの約数 の総 和,

γ(π)を ηの約 数の 個数 と し,H(π)を ηの約数

の調 和 平均 とす る と,

π・丁(η)∬(
π)=

σ(π)

と表 せ る.

定義1H(η)∈Zを 満 たす 自然 数 η を調 和 数

とい う.

奇数 の調 和数 を構 成 し うる 素因 数 に つ いて,

これ までにわかってい る最新 の事実は,次 のShi-

bataの 定理 で あ る.

定 理11(10)]

e1,e2,e3を0以 上の整数 とす る,η=3e1・5e2・7e3

の形 の調 和数(η ≠1)は 存 在 しない.

今回,我 々はShibataの 定理の素因子 を11ま

で拡張 させ次の結果 を得た.

"奇 数 の完全 数 は存在 しな いだ ろ う
."と い う

有名 な予想 が あ る.こ の こ とに関 してOreは 調

和数(1Lα7・moη盛Cη,umδe7)と い う概 念 を導 入 し,
"1以 外 の奇数 の調和 数 は存在 しない だ ろ う

,"

と予想 した.全 ての 完全数 は調 和数 で あ る こ と

か ら冒頭 の予 想 よ りOreの 予想 の方 が 強 い 主

張 で ある.今 回 は,奇 数 の調 和数 πが 存 在す る

な らば,そ の最 大素 因子 は13以 上 で ある こ とを

証 明す る.

歴 史 的 に は,Kronecker1),Sylvester2)ら の

研 究 に よって 円 分 数 の 理 論 が 構 成 され,完

全 数 の 研 究 を 動 機 と してOre3)に よ り調

和 数 が 導 入 され た.調 和 数 は こ れ ま で に

Callan4),Garcia5),Goto6),Goto-Okeya7),

Goto-Shibata8),Kanold9),Shibatalo)ら に よっ

て研 究 され てい る.完 全数 とは 自分 自身 を除 く

約 数の総 和 が 自分 自身 に等 しい 自然数 の こ とで

あ り,紀 元前 よ り様 々 な場 面で 用い られ て きた

数 で あ る.完 全 数 は,6,28を 始 め と して 現在

ま でに約40個 知 られ て い るがそ れ らは全 て偶

数の 完全数 で あ り奇数 の ものは 見つか って いな

い.全 て の完全 数 は調 和数 で ある こ とか ら調 和
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調和数 ηや調和平均H(η)に 対 して,以 下の

よ うな定理が知 られ ている.

主 定理

奇 数 の調 和 数 η(η ≠1)が 存在 す るな らば,

そ の最 大 素 因子 は13以 上 で あ る.

す な わ ち,e1,e2,e3,e4を0以 上 の整 数 と して,

η=3e1・5e2・7e3・11e4の 形 である調和数(η ≠1)

は存在 しな い.

定理2[(5)}奇 数の調和数 ηは,mod4で3の

素数の奇数ベ キ乗を含まない.

証明に入 る前に,ま ず調和平均H(η)を 円分

数 を用いて書き表 し,次 に証明に使 う定理 ・補

題 を挙げる.

定理3[(3)lpα(p:素 数,α ∈N)は 調 和数

で ない.

定義21の 原始 π乗根全体 を根に持つモニ ッ

クな多項式

定理4[(4),(12)]p,gが 相 異 な る素数 とす る

とき,pα ・gβ(α,β ∈N)の 形 で調 和数 で あ る

の は,偶 数 の完 全数 しか ない.

こ こで,OTdp(α)を α∈(Z/pZ)xの 位 数 を表

す とす る と,

補 題1[(13)]η を割 らな い 素数pと,α ∈Z

に対 して,

を円分多項式 といい,円 分多項式に整数 を代入

して得 られる数 を円分数 とい う.

例

plΦ π(α)⇔oγd(α)=π(modp)

pIΦ π(α)=⇒plη ま た は系1[(1),(2)]

P≡1(modη)

pが 素数の とき
系のpに 関 して,pIπ で あ る ときpを 分 岐す

る素数 と呼 び,p≡1(modη)で あ る ときpを

分解す る素 数 と呼ぶ こ とにす る.

補題2[(11)]円 分数 Φπ(α)は,以 下 の例 外 を

除 き,少 な くと も1つ 分 解す る素数 を含 む.例

外 とな るの は,η=6,α=2の とき

一 般 に η>1の とき

成 り立 っ。

よ っ て,

お よび 素数pに 対 して

η=2,α=2P-1(メ ル セ ンヌ 素数)の とき



Φp、(5)は 分解 す る素数 を持 つの で,そ れ をq2と

す る と

以上の定理 ・補題を用いて主定理を証明す る。

すなわち,

主 定 理 の 証 明

(1)よ り η 二3e1・5e2・7e3・11e4の 調 和 平 均E@)

は,

よ っ て,g21(ε3十1)かg21(θ4十1)で な け れ ば

な ら な い.g21(e3+1)と し,(e3+1)の 最 大

素 因 子 をp3と す る と

とな る.す る と,

4≠1

に持つ.

Φp3(7)は 分解 す る素数 を持 つの で,そ れ をq3と

す る と

と書 け る.前 半 で は,H(η)∈Zと す る とき,

(ε1十1),(e2+1),(e3+1),(e4+1)の 最 大

素 因子 を5以 下 に抑 え られ る こ とを示 す.

すなわち,

す る と,g31(e4+1)し かな いの でp4を(e4+1)

の最大 素 因子 とす る と

まず,H(η)∈Zと して(e1+1)の 最大素 因子

をp1(≧7)と 仮 定す る.こ の とき,plI(e1+1)

よ り]口[Φd(3)は ΦP、(3)を 因子 に持 つ・

dl留1)

Φp、(3)は 分 解す る素数 を持つ ので,そ れ をg1と

す る と系1よ り

qlIΦp1(3),q1≡1(modp1).

とな る.ま っ た く同様 に して,

すなわ ち,

こ こで,q4>P4≧q3>P3≧q2>P2≧

σ1≧2p1+1≧15で あ り,(ε1十1)・(e2+

1)・(e3+1)・(e4+1)の 最 大 の素 因子 はP4

で あ る.従 っ て,分 母 のg4は 分 子 で キ ャ ンセ

ル され ずH(π)∈Zに 矛 盾 す る.よ って,

(e1+1)の 最 大 素 因子 は5以 下 で な くて は な

らな い.ま た,(e2+1),(ε3+1),(ε4+1)

につ いて もま った く同 様 に で き る.こ の 結果,

(e1+1),(e2+1),(e3+1),(e4+1)は5以 下

の 素因 子 のべ きで 表す こ とが で き る.

定理2よ りe1,e3,e4は 偶数 でな けれ ば な ら

な いの で

よ っ て,q1はqll(e2十1),qll(e3十1),

qli(e4+1)の い ず れ か で な けれ ば な らな い.

gli(e2+1)と し,(も しgll(e3+1),g11

(ε4+1)と し て も ま っ た く同 じよ うに で き る.)

(e2+1)の 最 大 素 因 子 をp2と す る と

とな る.す る と,IIΦd(5)は%(5)を 因子

dl留1)

に持 つ.



の 完 全 数 で な く て は な ら な い.よ っ て,ッ1=1,

α2=1の と き も η は 調 和 数 で な い.

故 に,e1,e2,e3,e4を0以 上 の 整 数 とす る,η=

3e1・5e2・7e3・11e4の 形 の 調 和 数@≠1)は 存

在 しな い.
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