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形式についてodular Hilbert Mある3次 体の
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 ular Forms for a Cubic Number FieldHilbert ModOn
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This paper concerns the study of the ring of Hilbert modular forms for a certain totally real cubic number 

field.The main tool of the study is the Fourier expansion of the Eisenstein series for the Hilbert modular group. 
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この ときガ ロア群Ga1(κ/Q)は1.序 文

Gal(K/Q)={ψ1=〈 ρ茎=e,92,ψ3=9箋}

と な る.よ って拡 大1(/Qは 巡 回拡 大 とな る.

且 を複 素 上 半 平面 とす る.SL(2,R)3は 各 成 分 ご

との1次 分 数 変換 に よっ てH3に 作 用 す る.之 ∈H,

M∈S五(2,R)に 対 してM之 二@+わ)/(cz+の とお

く.吻 ∈Ga1(K/Q),ω ∈Kに 対 して 吻(¢)=∬(ゴ)と

表 す こ とに す る.こ の と きM=(αbc4)∈SL(2,κ)

に 対 してM(ゴ)一 碍 麟 と定 義 す る.す る と

z∈H,M=(α6
c〔2)∈SL(2,K)に 対 して,M之=

(ハ4(1)z1,M(2)z2,ハf(3)23)に よ りSL(2,K)はH31こ 作

用す る.

rK=SE(2,0)と お く.rKはKのHilbertmodular

群 と よばれ る.単 射 準 同型 写 像

SL(2,K)一>SL(2,R)3

M→(M(1),M(2),M(3))

に よってrKをSL(2,R)3の 離 散 部分 群 とみ なせ る.し

た が って,rKはH3に 不 連続 に作 用 す る.

g∈K,Z=(211,之2,之3)に 対 して

9・=(9(1)・ 、,9(2)・,,9(3)・,)

N(の=之 ・之2之3

TT(Z)=之1+Z2+之3

楕 円modular形 式の理論 は既に古典 的であるが,そ

の多変数化 の歴 史は100年 に満 た ない.且ilbertは

20世 紀初 め,今 日彼の名前が冠せ られてい る多変数 の

modular形 式 を定義 した.こ の理論はBlumenthalに

よって発展 させ られ楕 円modular形 式について得 られ

ている諸結果の一般化が試み られている.

楕円modular群 の代わ りに η次総実体Kに 対す る

Hilbertmodular群 とよばれ るものを考 え,複 素上半

平面Hの η個 の直積集合Hnに 作用 させ る.Hilbert

modular形 式 とは,そ れ に対す る保型性 をもつ関数 と

して定義 され るものである.

総実体Kが 実2次 体 の場合 には様々な研 究が なさ

れ,例 えば判別式が小 さい場合 には,modular形 式の

なす次数付環が決定 され てい る.

しか しなが ら,次 数 ηが3以 上の場合にはほとん ど

結果 が得 られ ていない.こ の論文 ではある3次 体 の

Eisenstein級 数 のFourier係 数の具体例や,そ れ らを

diagonalに 制 限 して得 られ る楕 円modular形 式 との

関係 を得 る ことができた.さ らに,こ れ らのHilbert

modular形 式のなす次数付環の生成元の一部 を具体的

に構成する ことができた.

既に得 られている次元公式によれば,次 数付環の構

造 を決定す るためには,他 にい くっかの生成 元が必要

となるこ とが分 かる.こ れ らの生成元を具体的に構成

す ることはこれ からの課題で あろ う.

2.3次 体 のHilbertmodular形 式

と表 す.

定義1.H3で 定義 された正則 関数FがrKに 関す る

weight%(た ∈Z)のHilbertmodular形 式で ある と

はFが 次の条件をみ たす ことを言 う.

任意 のM=(αbc己)∈rKに 対 して

F(M・)=2V(・ ・+4)2たF(・)

ζ=e2π ¢/7,KニQ(ζ+ζ 一1)と し,oをKの 整 数環

とす る.Kは 類 数 が1,判 別 式 が72の 総 実 な3次 体 と

な る.

ρ1ニ ζ十ζ一1,ρ2=ζ2十 ζ一2,ρ3=ζ3十 ζ一3と お く.

ρ1の 三つ の共役 は ρ1,ρ2,ρ3で あ り,こ れ らは全 てK

に 含 まれ る.し た がってKか らRへ の三 つの埋 め込み

ψ1,り2,ψ3は 全 てKのQ上 自己同型 を与 える・ψ1,ψ2,

鞠 を それ ぞ れ ψ1(ρ1)=ρ1,ρ2(ρ1)=ρ2,ψ3(ρ1)=ρ3

と な る もの とす る.

が成 り立っ.

Hilbertmodular形 式 は楕 円modular形 式 の場合 と

同様 に,次 の よ うなFourier展 開 を もつ1).
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あ る3次 体 のHilbertModular形 式 にっ いて

とお けば,砺_1(g)に つ い て は命題1.dを 共役 差積 とす る.Fがrκ に 関す る

Hilbertmodula■ 形式な らばFは

F(Z)一 α・+Σ α、ρ2π澗gz)

9∈d-1,9(ゴ)>0

と一意 的 にFourier展 開 され る.

と変形 され る.よ って σん_1(g)は ∫の約数 のnormが

分かれば計算す ることができる.
そ してcusp形 式 にっいて も,楕 円modular形 式の

場合 と同様 に定義 され る1).

Nノ=(α 十b十c)3-7(α2c十 αb2十 α6c十bc2)

TT(9)=2α 一b-3c

定 義2.rKに 関 す るHilbertmodulaエ 形 式Fがcusp

形 式 で あ る とは,命 題1で 与 え られ たFourier係 数 の

定数 項 αoが0と な る こ とを言 う.

が 成 り立っ.

総 正 なgをtraceの 小 さい順 に α,b,cの 辞 書 式 順序

で並 べ る と表1の よ うにな る.

そ してEisensteh1級 数 のFourier係 数 を計 算 す る と

表3の よ うにな る.

H丑bertmodular形 式 の構成 の仕方 として,次 のよ

うな定理 が知 られている2).

定理1(Eisenstein級 数).ん を 偶 数 とす る.z∈H3

に 対 して

4.Diagonalへ の 制 限

楕円modula■ 群をr1と する.weigh楠 の楕 円mo(}

ular形 式全体の集合を 轟(r1)と 表 し,weigh橘 のrK

に関す るHibertmodula■ 形式全体の集合 をMた(rK)

と表す.1臨(rκ)と 砥(r1)は ともにC上 のベ ク トル

空間 をなす.た ∈Zを4以 上の偶数 とし,z∈Hに 対

してq=e2禰 とす る.こ の とき

とす る と,Eん,KはrKに 関 す るweightん のHibert

modula■ 形 式 を なす.

こ こで,σ ・一・(9)一 Σ(撫))髭 一1,ζK(・)はK

(ん)⊃(9)d

のDedekhldζ 関数,κ(ん)は 単項ideaユ(ん)のnormで

あ る.

3.Eisenstein級 数 のFourier係 数

とお くと 軌 ∈砥(r1),△ ∈M12(r1)と な り

㊥ 砥(r・)-CIE・,△]
ん∈6Z

とな る こ とが知 られ て い る4).E6,△ をFourier展 開

す る と次 の よ うに な る.

E6=1-504q-1663292-12297693-…

△=g-24q2十25293-147294十 ….

z∈H,.F∈Mん(rK)に 対 してDをD(F)(z)=

F((z,ろ 之))と 定 義 す る.ル ∫=(詔)∈r1と す る と

E醜nstein級 数 のFourier係 数 を計算す る.

鰯 にっ いてはE.Z.Gorenの 論文3)の374頁 に計算

され ていたのでそれを参考に した.

整数環0の 整数基 と して ρ1,ρ2,ρ3が とれ る.す な

わちo=ρ1Z+ρ2Z+ρ3Zと 書 ける.共 役差積dに 対

して

が成 り立っ.し たがって
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5.生 成元の一部の構成

以下,次数付環 ㊥ 砥(rK)の 生成元の一部の構成

鳶∈2Z

を試み る.

命題3.

したが って,命 題1よ り

9∈d-■,9曳 刀>0

g∈d-1,g(ゴ)>0(ゴ=1,2,3)の と きTγ(g)∈Nで あ

るか ら

とお く と 瓦 ∈M4(rK),1聡 ∈M6(rK),1亀 ∈M8(rK)

とな り,こ れ らはcusp形 式 とな る.そ して

D(恥)=3△,D(瑞)=0,D(塊)=0

が成 り立っ.

と表せ る.よ ってD(F)(z)∈M3鳶(r1)が 成 り立っ.こ

の性 質 に よ り,D(Eた,K)はweightが6の 倍 数 の楕 円

modular形 式 に な る.し たが ってD(Eた,K)はE6と △

で表 され るはず であ る.そ こでD(E鳶 ,K)がE6と △ で

どの よ うに表 され るか調 べ る.

上 の議 論 か ら,表3で 与 え られ たFourier係 数 におい

て,9のtraceが 等 しい ものを全 て加 えれ ば,E鳶,Kをdi-

agonalに 制 限 して で きる楕 円modulaT形 式 のFourier

係 数 を求 め るこ とが で き る とい うこ とが分 か る.こ の

方 法でD(Eん,K)のFourier係 数 を求 め,E6,△ の係 数

と比較 す る こ とに よっ て次 の結 果 が得 られ る.

証明E1,瑞,塊 のFourier係 数 を計算す ると表2の

よ うにな る.表 よ り定数項 が0で あるか らcusp形 式

になることが分か る.命 題の後半はdiagonal写 像D

が加法的かっ乗法的で あるこ とと命題2に よ り

命題2.

=o乙 ム

を得 る.

以下同様 に して示 され る.

そ して次の定理が得 られ る.

定理2.E2,K,瑠,瑞,塊 は代数的独 立である.

が 成 り立っ.

きおと.鷹計e=
〆
)(
1
e明証

証 明 一番 目の等 式D(E2,K)=E6が 成 り立っ ことは,

D(E2 ,K)の 定 数 項 が1で あ る こ とか ら明 らか で あ る.

二 番 目の等 式 にっ い て,D(E4 ,K)のweightは12で

あ り,定 数 項 が1で あ るか らD(E4,K)=Eぎ+α △ と

お く.表3よ り

1680D(E

4,K)=1+3.7gq+'●.・

一方

Eぎ+α △=1+(α 一1008)q+…

に対 してであるから係数を比較 して,α 一1008=1680/79か ら

α=84672/79が 得 られ る.

以下同様 に して命題 の全ての等式が示 され る.



あ る3次 体 のHilbertModular形 式 につ いて

とな る.(2)に よ りとな る.し たが っ て表2,表3のFourier係 数 を見 る と

となる.

ここでg1>勉 〉 … 〉 之m=0と して よい.も し

輪 ≠0な ら」曜mで くくれ ばよい.し たがって

ツ1」畔1堵1+…+7m_1瑳m-1.Fぽm-1=一 ッ糀」曙m

とな るが,命 題3に よ りD(左 辺)=0,D(右 辺)=
一ッm(3△)鰍 であるか ら7鵬=0と な る。以 下同様 に

して 物=0(ゴ=1,…,m)を 得 る.

全ての括弧 の中の先頭項が異なるよ うになるまでこ

の議論 を繰 り返す.残 った括弧の先頭項の うちで,trace

の小 さい順 にα,b,cの 辞書式順序で先頭に くるものを

選ぶ.並 べ方によ りその項 と等 しい ものは,他 の どの

括弧の中にも現れ ない.し たがって,そ の括弧 の係数

は0で な けれ ばならない.以 下,帰 納的に全 ての係数

が0と なる.

と表 され る こ とが分 か る.

さて,示 す べ き こ とは Σ ッω、,g。.E夢貯 」噌1階=0な

らば ッω¢忽、=0と な る こ とで あ るが,weightが 異 な る

0で な いmodhlar形 式 同 士 を加 えて も0に な るこ とは

ない.し た が っ て

3次 体 の場 合,代 数 的独 立 な もの は 四っ しか ない こ

とが知 られ てい る.こ の こ とか らrKのHilbertmod-

ular形 式 は,こ れ らE2,K,動,瑞,塊 と代 数 的 関

係 が あ る とい うこ とが分 か った こ とに な る.同 時 に

E2,K,馬,瑞,塊 はHilbertmodular形 式 の な す 次 数.

付 環 の生 成 元 の一 部 とな る こ とが 分 か った.

しか しThomasandVasquezの 論 文5)の151頁 の

公 式 に よれ ば

、 一 ノノ

と表 される.こ こで,式(1)の 括弧 の中をtraceの 小 さ

い順に α,δ,cの 辞書式順序で並べ替 えることにす る.

この順序 はmodular形 式 同士の積 によって先頭項の順

序 を変えない.E2,κ,.島,凡,塊 は元々 この順序で並
べていたか ら,再 び式(1)の よ うに表 される.

括弧の中の先頭項で等 しい ものが存在す るとした ら

とな る.weightが 等 しい か ら

とな る こ とが知 られ てい る.し たがって次 数付環

㊥M鳶(rK)の 生成 元の個数 はかな り多レ・こ とが伺

贈.
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、 一}'一}o▼ σ'▼'ー

をみたす.こ れ よ り

が導かれ る.(1)の 括弧の個数は有限個であって,そ の

中の先頭項が等 しい ものを全て加 える と0に な らなけ

れ ばならない.よ って,係 数 を簡単に71,…,ッmと 表

す ことにすれ ば
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 an  (9)

ある3次 体のHilbertModular形 式 につ いて
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