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きた.

FOSM法 やAFOsM法 などの線形化近似法[21は,簡

易な方法であるが,限 界状態関数の線形性が高い場合に

は,破 損確率の評価に無視の出来ない誤差が生 じる.一

方,シ ミュレーション法は,複 雑な解析的手法を必要と

せず、近似による誤差を伴わない点で,有 効であると考

えられる,最 も一般的な原始的モンテカルロ ・シミュレ
ーションでは,限 界状態関数が既知であれば,破 損確率

の推定を厳密に取 り扱 うことができる.し かし,構 造シ

ステムの破損確率は一般に微小な値であるので,精 度よ

い推定量を得るためには,非 常に多くのサンプル数 を必

要 とし,計 算時間が膨大になるという問題が生 じる.

シミュレーション法を適用する場合には,少 ないサン

プル数で精度のよい破損確率の推定が可能であること,

生成サンプルが有効に破損確率算出に活用されるように

することが重要となる.

少ないサンプルで効率的にシ ミュレーションを行 うた

めの方法として分散減少法が提案 されてきた[3-II].そ

の中の1つ に重点サンプリング法がある[81.重 点サンプ

リング法は,破 損に寄与する最も重要な座標点(通 常,

設計点座標 とよばれる)の 近傍に,よ り多 くのサンプル

1.序 論

構造システムの信頼性解析は,経 験による決定論的な

取 り扱いがなされてきたが,大 規模な構造システムに対

しては,十 分な対応が出来ない.そ こで,Freudenthal[11

は構造システムに関わる各要因の不確実性 を考慮 し,確

率論に基づいて構造システムの信頼性解析を行 うことを

提案 した.確 率論的手法では,構 造システムに働く外部

荷重や部材強度は確定値ではなく,統 計的変動をもっ確

率変数として定義 し,構 造システムの応答等を数理的に

モデル化 して取 り扱 う.

構造破損確率は,構 造システムが安全状態か破損状態

かを判定するために,モ デル化 して導入 され る限界状態

関数が負 となる確率として評価 される.し かし,構 造破

損確率を求める積分は,一 般に多重積分で表 され,解 析

的にその解を厳密に求めることは困難である場合が多い

ため,破 損確率を算定する近似的手法が多く開発されて
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ここで,1Vは シミュ レーションの総サンプル数を表す.

また,破 損確率の推定量の分散およびその変動係数は,

次式により求められる.

(6)v幽L繭 離 ω一ちア

(7)C6v焼]=va・ 痔/ら

以上のシミュレーションにおけるサンプル生成は,基

本確率変数 σの全定義域にわたるので,構 造破損確率の

ような小さい値を精度 よく推定するには,非 常に多 くの

サンプルを必要 とするとい う問題がある.こ れは破損に

寄与 しないサンプルが多く生成 されるためである.次 に

この問題に対処する方法について考える.

2、2条 件付期待値法に基づ く破損確率の推定

標準化 された基本確率変数 σについて任意の1番 目の

確率変数 切 に着目し,こ れを制御変数 とする,こ の制御

変数 を除 く 洛1個 の変数をサンプ リング変数 として

貯(σ1,こ12,...,し弓一1,こZ,+1,...,硫)「とお く.

確率変数 恥 のある実現値ベク トル 〃3に対応する限界

状態曲面上の点として制御変数 π,を求め,そ の点より破

損領域内の累積確率を条件付破損確率 弓(π11麗3)として計

算すると,構 造破損確率は次式のように痂(妬)に 関する

乃(ψ5)の 期待値で表 される[12,131.

弓=P・ ・b医σ(σ)≦0レ ∫ん(の4σ
D/

=∫ 弓 伝11魔3>ん5(〃3海3(8)

α〃猷∫

-Eル
∫瞬'剛

ここで,ん1(π∂は確率変数 勧の確率密度関数,廊(妬)は

確率変数 鞠 の結合確率密度関数,今(副 配5)は貯 〃sに対

応する制御変数 〃,に対して限界状態関数が負となる条件

付破損確率である,

シミュレーション計算過程では,式(8)の 期待値を標本

平均から求める、すなわち,痂(妬)に 従うサンプリング

変数ベク トル 〃評 を生成 し,こ れに対応する限界状態曲

面上の点 となる制御変数 御1ωを求め,その点を基準に破損

領域内の累積確率を条件付破損確率 乃(祝〆'〕1〃話'))とする

と,構 造破損確率の推定量 とその分散は次式で与えられ

る.

(9)

(10)

ち=⊥ Σ与 レ,(δ[〃∫ω)
'=1

v蝕唇卜繭 無'ω1糾 弓ア

以下に,条 件付期待値法に基づくシミュレーションに

よる破損確率の推定法について述べる.限 界状態関数が

2変 数(2次 元)の単一破損モー ドの場合について考える.

あるサンプ リング変数 ㍑1ωに対する限界状態曲面上の

制御変数 ㍑2(')を9θ(π2(')1π1ω)=0から求め,そ の点より破

損領域内の累積確率を条件付破損確率として求める.

を集中して生成 し,破 損確率を求める方法である.重 点

サンプリング法では,サ ンプル生成密度 となる関数をど

のように決定するかが問題 となる,

本研究では,基 本確率変数が正規分布に従 う場合につ

いて,条 件付期待値法に基づくシ ミュレーションを適用

した構造破損確率の推定法を取 り扱 う,一 般に,条 件付

期待値法に基づ くシミュレーションでは,生 成サンプル

が全て,破 損確率推定計算に活用 され るとい う利点があ

る.さ らに,理 想的なサンプル生成関数を重点サンプ リ

ング密度関数として近似的に構成 し,重 点サンプリング

法を条件付期待値法に結合 して適用 し,シ ミュレーショ

ンの効率を高めることを提案する.

種々の計算例により,原 始的モンテカルロ ・シミュレ
ーション(MCSと 略記する),条 件付期待値法のみに基づ

くシ ミュレーション法(CEと 略記す る),理 想的なサンプ

ル生成関数を近似的に構成 し,重 点サンプ リング密度関

数とする重点サンプ リングを結合 した条件付期待値法に

基づくシミュレーション法(AHCEと 略記す る)による

破損確率の推定量の精度,そ の分散減少効果について比

較検討する.

2.シ ミュ レー シ ョンによ る破損確 率推定

2、1構 造破損確率の定義

ん次元の確率変数ベク トル ひ=(σLθ を,_,硫)7を,互

いに統計的に独立で時間に依存 しない標準化 された確率

変数 とし,そ の結合確率密度関数を乃(の とすると,一 般

に構造システムの破損確率乃 は次式の積分で与えられる.

弓嵩幽 属@幽 欄 ω
ここで,g砥 の は,ノ 番 目の破損モ ー ドに対す る限界状態

関数(1=1,2,_,吻,ρ ズは構 造システ ムの破損領域 である.

防=レ[躯 剛 ②

システムが破損状態にあるか どうかを判別する指標関

数1厩 ・]を次のように定義する.

ψ]=脇 跳(3)

この指標関数姐 ・1を式(1)に導入すると,破 損確率積

分式は次式で表 され,式(4)は 確率密度関数 ん(の に関す

る1頭 ・1の期待値 として表される.

今=∫1D∫ 協 幽 一E∫レD/剛(4)
α〃躍

モンテカルロ ・シミュレーシ ョンによる破損確率の推

定量は,基 本確率変数の結合確率密度関数ん(の に従 うサ

ンプル 配ωσ=1,2,_,1>)を 生成 して,次 式を用いて求めら

れる.

毎=礁 今%ω=b/レ ω1(5)



ンでは,サ ンプルは全て破損確率計算に利用される.

2.3重 点サンプリングを結合 した条件付期待値法に基

づく破損確率の推定

条件付期待値法に基づ くシ ミュレーションでは,生 成

サンプルは全て破損確率計算に利用されるが,破 損確率

推定に最 も寄与する領域にサンプルを集中して生成すれ

ば,よ り効率的な分散減少効果が得 られると考えられる.

そこで,式(8)に 重点サンプリング密度関数 傭(〃3)を導

入する.これによって破損確率は,今(㍑11〃5)伽(配∫)/履底〃3)

の重点サンプリング密度関数 海認@8)に 関する期待値で

表される.

」}_置

構造破損確率の推定量 と分散は次式で求められる。

,1ハ 、、

(12)

 v

り
『 」」 、 「

㌧

重点サンプ リング密度関数に従 うサンプルに対する条

件付破損確率の概念図をFig.3に 示す.こ の場合計算式

は式(12)か ら解るよ うに,破 損確率の推定量を求める標

本値の各項に,修 正項 ん1(㍑1ωy妬1(麗1('))を乗 じたものと

なる.
1'
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この とき,変 数 〃1,〃2に 対す る各周辺確率密度 乃〃1(π1),

隔12@2)の,点((ρz41),〃2(9))に お ける確率 は,π2,〃1に 関す る

区分積分 によって,そ れぞれ次式 で与 え られ る.

 10  r 

 1 AI (u1(P),u2(q))6,u21 
q=1 

EthAI (u1(P), u2(q))Au2 }

hAl1(u1(P))nu= 

hAl2(2("))Au=

2.4近 似的理想重点サンプリングを結合 した条件付期

待値に基づく破損確率の推定

式(ll)において,重 点サンプ リング密度関数 妬5〈〃3)を

式(14)の ように構成すると,式(11)は 痔 そのものの期待

値 とな り,式(12)に よる破損確率の推定量はサンプルの

数に関わ らず,常 に真のPヂを与える.

ρニ1

近 似的理想 重点サ ンプ リング ・シ ミュ レーシ ョン法の

手順は,次 の とお りである.

SteplFig.4に 示 す よ うに,各 区間中点における条件

付破 損確率 痔(〃31(π1ψ),〃2(9)))と基 本確 率密度 関数

ん5(〃1ψ),π2(9))の積 を計 算す る.

Step2Fig.5に 示 す よ うに,各 区間中点における条件

付破損確 率 と確率密度 関数 の積 を計算する.(式(18)

の分 子)

今!・31レ1(ρ),・2(9)肪3伝1(ρ),・2(・)込 ・2(19)

Step3式(17)の 分母 の値 を式(19)の ㍑1,〃2に 関す る2

重 区分積分 に よって求 め,そ の値 で式(19)を 割 り,

さ らに式(18)の よ うに 区分積分 して,近 似的理想重

点サ ンプ リング周辺密度構成す る.た だ し,Fig.6

に示 す各周辺密度 の累積分布 の面積/望1,.42は1と な

る,
…

hUSruS)_Pf(ul I US).fUS (US )  lP
f 

Pf = f Pf~ul I Us)fUS(uS)hU(us)dus 

                        S 

    anus                hUSUS 

 =EhPf (ul~us)fus (us)     ~
shus (us ) 

 =EhUS [PA

Pf(u3I (u1(3), u44)))fu(u 13), u 2~4~

(u1(1),u~1))I (410) 1411)) 
Fig. 4 The conditional failure probabilities multiplied 

     by the probability densities at the mid-point of 
      each segment. 

  i3~oI     Pj(u3Kui(P1.u~)~u~uitPl. zi p).6.2

しかし,式(14)は 今求 めよ うとしている未知の破損確率

丹 を含んでいるので,こ れをサンプ リング密度関数 とし
て構成することは不可能である.式(ll)か らわかるよう

に,式(14)の 分子の条件付破損確率 と確率密度関数の積

の全領域の積分は,破 損確率を与える.そ こで,本 研究

では,条 件付破損確率と確率密度関数の積の区分積分に

よって破損確率の近似値を求め,離 散的に重点サンプ リ

ング密度を構成することを考える(これを以下では,近 似

的理想重点サンプリング密度という).

破損確率を推定するシミュレーション過程に入る前に,

準備段階として,近 似的理想重点サンプ リング密度の分

布を調べる,各 基本確率変数の定義域を一定区間幅△〃で

吻 個に分割 し,各 区間中点における式(14)の 分子を構成

する条件付破損確率と確率密度関数の積の値に基づいて,

近似的理想重点サンプリング密度 煽1(〃3)の分布を離散的

に決定するとい う方法をとる,

基本確率変数は互いに独立であると仮定すると,近 似

的理想重点サンプ リング密度は,制 御変数 〃1を除く,サ

ンプリング変数の周辺密度 隔〃(巧)(ノ=1,2,_,1-1,1+1,_,

めの積で与えられる.

 ̀ "AI j`uj 1"u}
M1 

hAi (us)Au = 
j=1, j�1

以下 では,準 備段 階で近似 的理 想重点サ ンプ リング周

辺密度分布 を離散 的に決定 し,そ れに基づ いて,重 点サ

ンプ リング ・シ ミュ レーシ ョンを実施 し,破 損確 率 を推

定す る手順 を示す.説 明を簡単 にす るた めに,確 率変数

π1,π2,〃3の3変 数の 問題 を考 える.

3変 数 の うち,〃3を 制御 変数 と し,サ ンプ リン グ変数

〃1,〃2の範 囲を[-5.0～5.01,分 割 数 を 〃2=10と し,各 分割

区間の中点座標 を(〃1ψ),㍑2(9))(ρ=1,2,...,10),(g=1,2,...,

10)と す る.近 似 的理想重 点サ ンプ リン グ密度 の点(ψZ41),

(9)ア ・

(17)

bs1 /IP--. qv,,/ "ca 'NttT r d•, /trV ^ J /L'J Al v "of . 

hAf(u1(P),u2(9) u2 
   Pf(u3I u1(P),u2(9))U (UP,UU2 

_S
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segment and a histogram of marginal 

probability density distributions.
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(22)

Case 3

 g1(M,W)= 2M1 +2M3 —4.5W 
g2 (M, W ) = 2M1 + M2 + M3 — 4.5W 
g3 (M, W ) = M1 + M2 + 2M3 — 4.5W 
g4 (M, W) = M1 + 2M2 + M3 — 4.5W 
M, : N(134.9, 6.7452, 0.05) (i=1, 2, 3) 
W : N(50, 152, 0.3) 
Exact : Pf= 5.0612 X 10-6

Case 4

S1(X) = X12 — 0.05X2 — X3X4 + 7.55 
g2(X)= 0.03X1X4 —X2X3 +7.2(23) 
g3(X)= —X1 —X2 —X3 —X4 +7.0 

X,:N(0, 12)(i=1,2,3,4) 
Exact : Pf= 3.6156 X 104 (MCS with N-108)

3.2結 果 と検討

Case1か らCase4の 破 損条件 に対 して,各 シ ミュ レ

ー シ ョン法で変動係数Cov≦0
.01と な るのに要 したサ ン

プル数 ノ〉,破 損確 率の推定量 ら 所要時間CPUをTable

l～4に 示す.た だ し,サ ンプル数 は,表 記数値 の103倍,

弓 は表記数字の1σ4倍 か ら10-6倍 で あ る.CPUは シ ミ

ュ レー シ ョン開始か ら終 了までの時間(秒)で ある.

 1 Comparison of results for Case 1 (Cov . 0.01)Table

CPU(Sec)Pf(X l 0"4)N(X 103)method

61.2962.1845,854.0MCS

15.1872.183,942.0CE

0.0152.112.0AI-ICE

2.18Exact

arison of results for Case 2 (Cov _ 0.01)CornTable 2

CPU(Sec)Pf(X 10-5)N(X 103)method

602.4061.76567,267.0MCS

369.4531.77190,150.0CE

0.0311.688.0AI-ICE

1.76Exact

arison of results for Case 3 (Cov _- 0.01)ComTable 3

CPU(Sec)"'Axle)N(X 10')method

3,415.8595.101,961,999.0MCS

0.0934.9622.0CE

0.0154.953.0AI-ICE

1,792.4845.031,000,000.0Exact

arison of results for Case 4 (Cov 5_ 0.01)ComTable 4

CPU(Sec)

47.531

Pf(X 10"4)

3.62

N(X 103)

27,632.0

method

MCS

41.6093.6310,288.0CE

1.1873.73221.0AI-ICE

1,807.1413.621,000,000.0Exact

A histogram of a quasi ideal marginal
/ 

Fig. 6
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Step4構 成 された近似的理想重点サンプ リング周辺

密度の累積分布に逆関数法を適用 し,重 点サンプ リ

ングのサンプル生成を行 う.

Step5生 成 したサンプルを用いて,式(12)に より破損

確率の推定量を求める.

3.シ ミュ レー シ ョ ン計 算 例

提案手法の有効性を検討するために,以 下に示す限界

状態関数をもつ構造システムの破損確率について,種 々

のシミュレーショ'ンに基づく推定を行い,そ れぞれ破損

確率の推定量の変動係数がCov≦0.01と なるまでに要す

るサンプル数ノVと所要時間CPU,ま たそのときの破損確

率の推定量乃 を比較する.

標準正規分布に従 う乱数は,一 様乱数としては超天文

学的周期をもち,す ぐれた統計的性質をもつ とされ る

Merse㎜ 、eTwister(MT)乱 数[17]を 用いたBox-MUIIer法

[2]により変換 して生成 した.

計算例で,厳 密解が与えられていない構造システムの

場合,サ ンプル数1>』109の 原始的モンテカル ロ ・シミュ

レーションに基づ く推定結果を厳密解とする.

3.1問 題の設定

数値計算例 として,以 下に示す限界状態関数(群)を も

つ4種 類の構造システムの信頼性解析 を行 う,各 基本確

率変数の統計的条件はそれぞれ示すとお りである.

 Case 1

g(X) = X1X2 — X3 
XI : N(2,800, 3502, 0.125) 
X2 : N(800, 402, 0.05) 
X3 : N(1,000,000, 200,0002, 0.2) 

,Q= 3.53 
Exact : Pf= 2.180 x 104 

g1 (X) = 3.0769X1 — X2 + 13.461 
g2(X)=-2.2X1—X2+11.7 
g3 (X) = —4.3X1 — X2 + 20.5 
X1 : N(0, 12), X2 : N(0, 12) 

PI = 4.161, A = 4.841, A = 4.644 
Exact : Pf= 1.761 X 10-5

Case 2



4.結 論

シミュレーションに基づいて構造システムの破損確率

推定を行 う場合,条 件付期待値法に基づくシミュレーシ

ョンによる推定法では,大 きな分散減少効果を得ること

ができなかった.こ の理由として,条 件付期待値法に基

づくシ ミュレーションによって生成されるサンプルは,

全て破損確率に利用できるが,生 成されるサンプルの分

布は原始的モンテカル ロ ・シミュレーシ ョンと同 じであ

り,破 損確率に寄与す る重要な領域へのサンプル生成と

はならないことが原因である.そ こで,本 研究では条件

付期待値に基づ くシミュレーションに重点サンプ リング

法を導入 し,サ ンプリング密度関数 として近似的理想重

点サンプ リング密度関数 を離散的に構成する手法を提案

した.こ の結果,通 常の条件付期待値法に基づく推定法

に比べて高い分散減少効果を得ることが出来た.し かし,

重点サンプ リング密度関数として理想的な密度関数を近

似的に構成する準備段階で,サ ンプリング変数の範囲を

広 く,分 割数を多 くすれば,よ り理想的な密度関数に近

づ くが,そ のためにはより多くの計算量が必要とな り,

重点サンプ リング密度関数 を構成するための計算時間が

長くなる問題がある.そ こで,サ ンプ リング変数の範囲,

分割数を変えることによって破損確率の推定量,所 要時

間がどのように変化するかを検討することが重要である.

これは今後の課題である.
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また,AI-ICEに 関しては,重 点サンプリング密度関数構

成に要する時間も含み,サ ンプル数については,サ ンプ

ル生成関数を作 り終えてから発生 させたサンプルの数で

あ り,準備段階でサンプル生成関数構成のために10の 変

数乗のサンプルを必要とする.

Case3,Case4に っいては厳密解が与えられていない

ので,MCSに よる ノV』109回における破損確率の推定量

を厳密解 としたが,Case3に ついてはMCSに おいて

Cov≦0.Olと なるのに必要なサンプル数が109を 超えて

いるため,厳 密解よ りもMCSの 推定結果の方が厳密な

破損確率に近い と考えられ る,こ のよ うなことを起 こさ

ないために,通 常は,MCSで 必要なサンプル数よりも多

くしたものを厳密解 とするが,プ ログラムのint型 の変

数では1010以 上の値を取扱えないので,こ のような結果

となった.

Caselで は,サ ンプル生成関数構成に必要なサンプル

数103を 考慮 しても,約1/4の サンプル数で所定の精度

を得 られた.ま た,所 要時間は1/1000秒 程度となった.

Case2で は,濁 σ=1,2)は 標準化されてお り,そ の破損

領域は,Fig.7に 示す とお りである.サ ンプル変数を渇

とした場合,払=0付 近での条件付破損確率 乃(渇 凶)は

極めて小さな値となる.そ のため,制 御変数を乃 とした

ときのCEで は,収 束が遅くなることが想定される.し

かし,こ のような場合においても,AI-ICEで は理想的な

サンプル生成関数を構成 しているので,破 損に最も寄与

する領域にサンプルを集中させ,そ れによって比較的少

ないサンプル数,所 要時間で所定の精度を得ることがで

きたと考えられる.

Case3は,サ ンプル数がMCSの 約1/105でCEに よ

る推定ができたことか ら,CEの 適用が有効な限界状態

関数であったと考えられる.こ の場合,AI-ICEで はサン

プル生成関数構成に104の サンプル数を必要とするので,

CEの 約1/2の サンプル数を必要 としたが,所 要時間では

大きな差は認められなかった,

Limit state surface for Case 2
ci

Fig. 7
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