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Let G be a finite group and H a subgroup of G. Then for any elements x, y of G and an integer n, the 

number of elements of HxH whose n-th power are contained in HyH is divisible by the order of H. 
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Iwasakiに よ り,定 理1.1に つ い て は群指 標 を用 い た証

明 と置換 群 的 な証 明が,定 理1.2に つ い ては 置換群 的 な証

明 が知 られ て い る.Brauerは[1]に お い て,群 上 に あ る同

値 関係 を定義 し,そ れ を 用い てFrobeniusの 定理 を証 明 し

て い る.そ のBrauerの 手 法 を用 い れ ば 定理1,1,1.2も 群

論的 に証 明す る こ とが で きる.こ の論文 で は,Brauerの 手

法 を用 い るこ とに よ り,定 理1.1,定 理1.2の 一一般化 であ る

次 の定理 が 成 り立 つ ことを示 す.

1序

有 限群 に係 わ る合 同式 に は,部 分 群の 個数 に 関す るSy・

10w型 合 同 式 や 群 にお け る方 程 式 の 解 の個 数 に 関 す る

Frobenius型 合 同式 の研 究 が数 多 くな され て い る.Frobe-

nius型 合 同式 と して は 次のFrobeniusの 定理 が よ く知 ら

れ て い る(川 参 照).

定理1.3σ を有 限群,HをGの 部 分群,¢,〃 を σ の任

意 の元 とす る,こ の とき,

定理(珊obenius)σ を有 限群,⑳ を σ の任 意 の 元 と し,

π を任 意 の整 数 とす る.こ の とき,

 mod IH~lHxH Cl (HyH) n I - 0
誘』{g∈ σlg物=¢}…Omodgcd(1σG(¢)1,%)

が成 り立 っ.

が成 り立っ,

本 論 文 の第2章 で は,Brauerに よっ て考 え られ た 同値 類

を ∬ 共 役類 の和 集合 と して捉 えなお し,Brauerの 手 法 を

考 える。第3章 で は,Iwasaki型 合 同式(定 理1.1,1.2,1.3)

の証 明 と拡 張 を述べ る,最 後 に7第4章 で定 理1.3の 対称

群 な どの具体 的 な例 をあ げ る、

また,Iwasaki等 に よ り次 の よ うなFrobenius型 合 同式 の
一種 と考 え られ る合 同式 が知 られ てい る。

Gを 有 限群,XをGの 部分 集 合 と した とき,任 意 の整

数 π に 対 して,

 {gEGIgfEX}Xn,_

2Brauerに よ る手 法 につ いて

ここ では,Brauerに よ り 【1iで導入 され た 手法 につ い

て 紹介 す る.ま ずBrauerは 群上 に 次の 同値 関係 を 定義 し

て い る.

と集 合X美 を定義 す る.

定理1.1(lwa8akil2Dσ を有限 群,π を σ の部分 群 とす

る.こ の とき,

 mod IHIIHnI =O

定義2.1σ を有 限群,Eを σ の部分 群 と し,鈎宮 を σ の

任 意 の元 とす る.

(i)全 て の整 数rに 対 して ガ 「ガ ∈ π が成 り立 っ時,竃

と 膨 はH同 値 と呼び,詔 魁π 野 と表す.

(ii)Hの あ る元 ん が存 在 して,全 ての 整 数rに 対 して

¢一'んガ ∈Hが 成 り立 っ時,¢ と 〃は弱 い ∬ 同値 と呼 び

¢噺f〃 と表す.

が成 り立っ.

限

の黛鯉魏撒騰劉
定

群

と

 mod IHIIHxHnH*I a0
が 成 り立 っ.

命題2.2σ を有 限 群,∬ を σ の部 分群 と し,∬ を σ の

任 意 の元 とす る.こ の とき,尭 佃 ∈ σlz能H班=IHl

が成 り立 っ、

弱い ∬ 同 値類 に関す る命 題2。2はBrauerの 手法 の 中

心的 な役 割 をは た して い る.Brauerの 導入 した弱 い ん 同
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ん'轟 ん'-1=㌦ 私'忽=Ψ'瑞'

仮定 よ り,げH¢'∩ 〃'1ち'≠ の であ る.彩 を 〆瑞'∩ 〃'1ち'

の元 とす る と,β=劣 α(α は 瑞 ・の元)と す る ことが でき,

 HnzHnz2Hn••• 

HnxaHnxaaHn... 

Hn°'Hnxi2Hn••• 

Fix,

Hz

同様 に して,H。=瑞'も 証 明 で き る.よ って,」鴉 富

Eレ=瑞 ・で あ る.こ れ を用 い る と,

 zEx'HsfyH' 

x` H2, = Vile = {fry,
zEx`H'ny'Hy'

よ って0、=ら で あ り,(i)は 成 り立 つ.(ii)は 補題2.6と

(i)よ り明 らかで あ る.ロ

補 題2.8σ を有 限 群,Hを σ の 部 分群,偲 を σ の 元,

ん,ん'をHの 元 とす る.こ の とき,

肋 瓦 ん一1∩ ん'呂瓦 ん'-1≠ の=⇒ ん茸¢宅'L'葦$

が 成 り立 っ、

証 明 α,6はE訟 の 元 で,

耽 αん一1=1L'¢61L'-1

とす る.¢-1α 鉛 ∈ π ¢ よ り α¢ ∈ ¢1遷 で あ り,ま た,

澱=ん 一1ん'劣6(ん輌1ん')-1=ん"劣6ん".1(1)

と な る.こ こ で 警ん"=ん 騨1ん'で あ る,ん"G∬ 。 が い え れ

ば 補 題2.8は 成 り立 つ.ん"∈ ∬ は 明 か で あ り,(1)よ り,

(2)ん"=1弓 αん"6-1詔 一1∈ 詔1了 ∬-1=¢1i∫

口

② よ り,

1♂'∈zα・∬6-・ガ ・=♂ 砒 一・=・2H

以 下同 様 に して ん"∈1賜 を示 す こ とが で きる.

命題2.9σ を有限 群,Eを σ の部 分群,飢 を σ の任 意

の元 とす る.こ の とき,

lcの1=1珂

が成 り立っ.

証 明 まず1勧 ∬のん,11=1∬ 、iで あ る,補 題2.8よ り,H

の元1L,ん'に 対 して ん¢E。ん響1∩'L'ω瑞1L'-1≠ の な らば

ん瑞=1♂ 瑞 な ので,∬/瑞 の代 表 系[∬/瑞1を 用 いて

次の よ うに表 せ る。

 Ie.I = E IhxHHh-1I 
hE[H/H4] 

   = EIHL I 
        hE[H/H.] 

   =IXILI=IHI 
'fix'

値類を,こ こではH共 役類の和集合で表せる弱い 且 共

役類と捉えてBrauerの 手法を考える.

定 義2.3σ を有 限群,∬ を σ の 部分 群 とす る。σ の 元

労 に対 して,∬ の極 大 κ 不変 部分 群 瑞 を次 の よ うに定

義 す る。

L._flz'H=HnxHn°2Hn... 
 i> 0

す り 　

こ こ で,詔 且=げ 正動 一Zで あ る.

ここで 定義 した仏 につ い て,次 の こ とが成 り立 っ.

補 題2.4(i)¢ ∬記=17沼

(ii)瑞 はHの 部 分群 で あ る。

(iii)地 は π♂ の部 分群 で あ る.σ は 任 意 の整数)

(iv)九 意.零1弥 譜(ん はEの 任 意 の 元)

定義2.5σ を有 限 群,Hを σ の部 分群 とす る.σ _の任

意 の元 ¢ に対 して,H共 役類 妬 と弱 い ∬ 共 役 類C忽 を

次の よ うに定義 す る.

 -1 IhEH} 

I1 EH,aEH,}

C.:= {hxh 

E.:= {hxah-1

こ こで,{〃 ∈ σ1¢i¥∬ 〃}=C¢ であ る.Brauerは 窮π

の同値 類 を 駕Hの 和集 合 と捉 えて い るが,17共 役類 の和

集 合 と捉 え る こ ともで きる.一 般 に これ らは違 う分 割 で あ

る.こ の とき,次 が成 り立っ.

補 題2.6(i)¢ ∈ 免

(i)磁 は 両側 剰 余 類 ∬留Hの 部 分集 合 で あ る.

(ii)c¢ はc田 の部分 集 合 で あ る。

(v)傷 は σ の ∬ 共 役類 の和 集 合 で分割 で きる.

(v){α π1α ∈Cσ}⊆C、,脆

証 明(i),(ii),(iii),(iv)は 自明 な 事 柄 で あ る.(V)を 証 明 す

る.α ∈ 硯 とす る と,あ るHの 元 ん と 」臨 の 元 α を 用

い て.α=ん ¢αん一1と 書 け る.こ の と き.

 a2 = hxah-1hxah-1

C C22

C C1s

hxxx-1axah-1 

hx2HHh-1 C hx2H21i-1 

hxah-1 hxah-1 hxah- 1 

hxx2x`2ax2x-1axah-1 

hx3HHh-1 C hx3HHs1171

   E 

a3 = 

   E

u以 下 同様 に,{α π1α ∈C母 ⊆C醗 が成 り立つ.

補題2.7σ を有 限群,∬ を σ の部分 群 とす る。

(i)Gの 任 意 の 元 忽,gに 対 して,c8,砺 は,c。 ∩ら=の

かC¢=ら の どち らか一 方 で ある.

(ii)σ の ∬ に よる 両側剰 余 類 は,弱 い ∬ 共役 類 の 和集

合 で分 割 で きる.

証 明(i)を 証 明す る。c8∩ ら ≠ の とす る と,あ るHの

元1L,ガ に 対 し て,1濃 倉 呂ん一1∩1あ 短 瑞 ん'-1≠ の と な る.

¢'=㌔,ガ=髭'〃 とお く と,

xHh. = x'Hx, hx/Lh-1 = 4



補題3、2Gを 有限群,∬ を σ の部分群,Kを ∬ の部分

群とする.σ と∬ の弱い κ 共役類での分割を

   8~ 

 G=UV2, H=UD„(t<s) 
i=1 i=1 

~ L, X = {xl,x2,...,x8}, 3) = {xl,x2,...,xt} 

~Hn ~ = IKI x #{xi E X I V C b.; (3x; E Y)}

が成 り立 っ.

(4)は 補 題3.2で 」∫=κ の 場合 で あ る.

4例

定理L3に ついて具体的な例を上げる.

例1σ を5次 対 称 群5「5=5「{1、213,4,5},∬ を4次 交 代 群

五4=A{1,2,3,4}と す る.こ こ で,1、441ニ12で あ り,55は

次 の よ う に 両 側 分 解 す る.

 S5=X0UXiUX2UX3 

                             Li-C.',   X0 = A4, X1 = A4(12)A4, X2 = A4(15)A4, 
X3 = A4(125)A4 -C1)6. 

                  i 

                                       ~r                    Yi=1Lin 

Lt-3< 'Xin n Off Jz90{Z.t .

X0 Xi X2 X3(n=1)
12 0 0 0 

0 12 0 0 

0 0 48 0 

0 0 0 48

Yo 

Yi 

Y2 

Y3

X0 Xi X2 X3(n=2)
12 12 12 12 

0 0 0 0 

Q 0 0 0 

0 0 36 36

Yo 

Y1 

Y2 

Y3

X0 Xi X2 X3(n=3)
12 0 0 12 

0 12 12 0 

o 0 36 0 

0 0 0 36

Yo 

171 

Y2 

Y3

X() Xi X2 X3(n=4)
12 12 36 12 

o 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 12 36

Yo 

YI 

Y2 

Y3

X0 Xi X2 X3(n = 5)
12 0 0 24 

0 12 0 0 

0 0 48 0 

0 0 0 24

Yo 

Y1 

Y2 

Y3

補題2.7と 命題2.9よ り次 の定 理 が成 り立っ.

定理2.10σ を有 限 群,HをGの 部 分 群,¢,9を そ れ ぞ

れ σ の任 意 の 元 とす る.こ の とき,

 Ie.nci I=0 or IHI

が成 り立 っ.

31wasaki型 合 同 式 の 証 明 と 拡 張

定理2.10は,定 理1.1,1.2,1.3の 一 般 化 とな っ て い る.

こ こで は,定 理2.10を 用 いて 定理1.3を 示 す.

定理1.3の 証 明 補 題2.7よ り,有 限群 σ の任 意 の 元 ¢,忽

に対 して,

HsH=C.l UC.2 U•••UC.9 

 Hy 11 = Cm  U Cy2 U • • • U ifyE

とで きる.こ の とき

 1HxH n (HyH) n I 

                                               L 

 = 1(j., u•••ucx 8)n(~1u•••uEy,)+ 

= E ~n cy; I 
       i,j

とな る.よ って 定理2.10よ り定理L3は 成 り立 つ.ロ

ユ

∬ が有限群 σ の正規部分群の時,IH司 に関する合同
ユ

式ではなく,旧 引 を次のように表せる.

 

111 1 = #{xEG1xnEH} 
= 1111 x #{xH E G/H I (xH)t = H} 
= !HI x #{xH E G/H 1 can C ell- (3)

ここで,Hが 正規部分群という条件を除いて,Eを 有限

群 σ の任意の部分群とし,σ の弱いH共 役類での分割
`

 #{xEGIxnEH} 

1HI x #{z I Zen C C1} (4)

G = J Cx;~ 1-*t.~ , 
        i-1 

IHnI =

となる,弱 いH共 役類という言葉を用いれば,Hが 正規

部分群という条件を除いた一般の場合にも同様な記述がで

きる.ま た,上 條[4]で(3)の 一般化である次の補題が示

されている.

補 題3.1σ を有 限 群,HをGの 部 分群,KをGの 正規

部 分群 と し,σ:=σ/κ,∬:=π/Kと す る.こ の とき,

 E K}!Hi I = IKI x #{x E I xn

が 成 り立 っ.

弱い κ 共役類という言葉を用いれば,上 の補題は次の
ように一般化できる.
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1珂=6で あ り,55は 次の よ うに両側 分解 す る.

 S5  =  HO  U  Hi  U  H2  U  H3  U  H4  U  H5  U  H6

.=:::Z,Ho=H, Hi. =H(14)H,H2=H(15)H, 
H3 = H(45)H, H4 = H(14)(25)H, H5 = H(145)H, 
Ho = H(154)H b) 6 . 

Ii = Hi°

とお く.以 下,臥 ∩右1を π の値 に よ り表 にす る.

 H0 H1 112 H3 1/4 H5 H6(n = 1)
0 

0 

0 

0 

0 

0 

18

0 

0 

0 

0 

0 

18 

0

0 

0 

0 

0 

36 

0 

0

a 

a 

a 

6 

0 

a 

a

0 

0 

18 

0 

0 

0 

0

0 

18 

0 

0 

0 

a 

0

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0

Io 

Ii 

12 

13 

I4 

15 

16

Ho H1 H2 H3 I/4 H5 H6(n = 2)
0 

0 

0 

0 

12 

6 

0

0 

0 

0 

0 

12 

0 

6

6 

6 

6 

6 

0 

6 

6

6 

0 

0 

a 

a 

0 

0

6 

0 

12 

0 

0 

0 

0

6 

12 

a 

0 

0 

0 

0

6 

0 

0 

a 

0 

0 

0

Io 

I1 

12 

I3 

14 

15 

16

Ho Hi 112 H3 1-14 H5 Ho(n = 3)
6 

0 

0 

0 

6 

6 

0

6 

0 

0 

0 

6 

0 

6

0 

0 

0 

0 

12 

12 

12

0 

0 

0 

6 

0 

0 

0

6 

0 

12 

0 

0 

0 

0

6 

12 

0 

0 

0 

0 

0

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0

10 

11 

12 

I3 

14 

15 

16

Ho H1 H2 H3 H4 H5 116(n=4)
6 

0 

0 

0 

0 

6 

6

6 

0 

0 

0 

0 

6 

6

12 

6 

6 

0 

12 

0 

0

6 

0 

0 

0 

0 

a 

a

12 

6 

0 

0 

0 

0 

0

12 

6 

0 

0 

0 

0 

0

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16

Ho H1 112 H3 H4 H5 H6(n = 5)
6 

0 

0 

0 

0 

6 

6

6 

0 

0 

0 

0 

6 

6

12 

0 

0 

0 

24 

0 

0

0 

0 

0 

6 

0 

0 

0

0 

0 

18 

0 

0 

0 

0

0 

18 

0 

0 

0 

0 

0

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0

Io 
11 
12 
13 
14 
15 
16


