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    Finite affine planes coming from Ding and Yuan planar functions g(x)=xla_axs_a2x2 (c E p“,~ 
become semifields. The geometric properties are obtained from the structure of automorphism groups of the 
semifields. It is proved in this paper that each nucleus of the semifields is the prime field in the case a = 1. 
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1序

∫u:σ 一→H

の ト→ ん(z):=∫(膿}∫(岱)91

に よって定義する,任 意 のu(u≠1)に 対 して ∫、が全単

射であるとき,∫ を平面関数 と定義する.

有限射影平面や有限アフィン平面については,以前から

多くの有限幾何及び組合せ論研究者によって研究されてい
る.こ れらの有限平面と代数構造には深い関係があり,以

下のような対応をもつ.

平面関数の例と して次のよ うな ものがある,

例1.

∫:(Fq,十)→(Fq,十)(q:奇 素 数 べ き)

の ト_〉 ω2,

有 限 体 ← →Desargue平 面,

semi丘eld← →semi丘e【d平 面,

Ieftquasifield← →translation平 面,

rightquasi丘eld← → 双 対translation平 面 、

Cartesian群 ← → 点Pと 直 線 ぎに 対 して

(P,の 一transitive平 面(Pは ぞ上 に あ る).

例2.(Coulter-Matthews,[1])

∫:(F3・,+)→(F3・,+)

謬_、 ¢学(9。d(。,2。)=・).

∫がGか らHへ の平面関数ならば,こ の ∫か ら群 σ×H
が点集合に正則に作用す るようなアフィン平面!(σ,H;∫)

がつ くられ る.こ こで,ア フィン平面 ∫(0,H;∫)の 点集合

はG×H,直 線集合は,

乙(α,α)={(謬 α,∫(∬)α)1劣 ∈ σ}(o∈ σ,α ∈H)

L(c)={(c,y)1誓 ∈H}(c∈ σ)

ある種のアフィン平面は平面関数 と呼ばれる有限群間の写

像から代数構造を経由 して構成され る。こうして構成 され

たアフィン平面の自己同型群の構造 を決定す ることは,そ

の平面を知 る上で非常に重要である.ま たこのことは,未

解決問題 として残 されている点集合上正則に作用する自己

同型群をもっ平面の分類 にもつながる.

本 論文では,DingとYhanに よる平面関数から構成 さ

れるsemi丘eld平 面 の全 自己同型群を決定す る第一歩 と

して,こ の平面 と対応する代数構造semi丘eldの 部 分構造

(nucleus)を 考 える.こ の乗法群はホモロジー群 と同型で

あることが知 られている.ホ モロジー群は,平 面の幾何学

的性質 と密接に関わ っている.

で あ る.
2準 備

本論文で扱 うDingとYUanに よる平面関数 とは,2005

年の 上海における国際会議において与えられた もので,次

の ものを言 う([3]参 照).

まず,平 面関数 を定義する.

定義1.G,H有 限群,101=IHI=η と し,∫ を σ か ら

Hへ の写像とする.Gの 元uに 対 して,ん を

F3πx(π:奇 数)の 固定 した任意の元 αに対 し,

9:(F3・,+)→(F3・,+)

謬 ・→9ω ・="10一 α∫ 一 α%2
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とするとgは 平面関数 となる、



定 理LDingとYヒanに よ る平 面 関 数gに 対 して,α=1

とす る と,n≧5(奇 数)な らば,1》 。(E),1V柵(E),ノV8(£)=

F3で あ る.π=3な らば,1>。(E),ノVm(E),1V8(ε)=β 窪

F33で あ る.

証明 π≧5の 場合で 凡(E)=F3を 示 す.1>.(E)は,補

題1か ら体 となるので 瓦(E)⊃F3は 明 らかである.従 っ

て,1V。(E)⊂F3を 示 す.す なわち,任 意のu,u∈Eに 対

して,

(艇oり)oω=uo(りoω)

を 満 た す と き,ω ∈F3と な る こ と を 示 す.こ こ で,鑑=

u9,雪=沸,g皐 ωψ とす る と,積 鵬 り は 式(1)に よ り,

uoむ=一 ∫(z)十 ノ(¢十 膨)一 ∫(9)=:4(の,誓)

と 表 せ る.つ ま り,上 の 結 合 律 は 次 の よ う に 置 き換 え る こ

と が で き る.

(uou)oω=uo(むoω),

⇔ 乏(8(劣,宅∂ψ,之)=8(∬,乏(宅 ノ,2うψ).(2)

こ こ で,∬ μ 零z9十 ♂ 一 劣 とか け,F3上 線 型 写 像 な の で,

∬・=Σ 。　
。-1β 、ノ と 表 す こ と が で き る.従 っ て,

ω ∈1V.(E)で あ る と き,以 下 の 式 が 成 立 しな け れ ば な ら

な い.

 t(t(x, y)`', z) 
= {$n_i(x9y+xy9+?y3+xy)3n-1 +$n-2(2Y+zy9+ 

333—2n xy+xy)+..• 
+$i(x9y+xy9 +x3y3 +xy)3 +00(x9y+xy9 +x3y3 + 
xy)}9z 

+{in-1(x9y+xy9+x3y3+xy)3n— +On-2 (XS y+xy9 + 
333n-2 xy+xy)+... 

+~1(x9y + xy9 + x3 i3 + xy)3 + $0(x9y + xy9 + x3 y3 + 
xy)}z9 

   /~ +{Qn-1(x9y+xy9+x3y3+XY)n — i3+On-2(x9y+xy9+ 
  3+ xy)3n-2 xy+ .. • 

AA (x9 y + xy9 + x3 y3 + xy) 3 + (x9 y+xy9 + x3 y3 + 
xy) }3 z3 

+{i3n-1(x9 y+xy9 +x3 y3 +xy)3a-1 +13n-2 (x9 y+xy9 + 
333n-2 xy+xy)+ .. • 

+01 (x9 y+xy9+x3 y3+xy)3+t3o(x9y+xy9+x3 y3 +xy) }z 

£(x, £(y, zr) 
= x9{$n-1(y9z + yz9 + y3z3 + yz)3n-1 + On-2(y9Z + 

yz9+y3z3 + yz)3n_2+ ... 
+//~~N1(y°z+yz9+y3z3 +yz)3+f30(y9z+yz9+y3z3+yz)} 

                                        /~ +x0.-1(y9z+yz9+y3z3+yz)3n—+N-2(y9z+yz9+ 
333"r yz+yz)2+..• 

+01(y9z+yz9+y3z3+yz)3+f30(y9z+yz9+y3z3+yz)}9 

+x3{1/~(n —1     3,,—ily9z+yz9-f y3z3+yz)3+0n-2(y9z+yz9+ 
333n 

yz+yz )-2+ .. • 
+01(y9z+yz9+y3z3+yz)3+00(y9z+yz9+y3z3+yz)}3 

                                            n—i 

+x{Qn-1(y9z+yz9 +y3z3 +yz)3+Qn-2(y9z+yz9 +

DingとYUanに よ る 平 面 関 数 か ら,semifieldが 構 成 で

き る.ま ず,semi且eldの 定 義 を 述 べ る,

定 義2.二 つ の 演 算(十,o)を も つ 集 合Eが,次 の 条 件 を

満 た す と き,Eはsemi丘eldで あ る.

(1)加 法 に 関 し て 群 を な す.

(2)積(。)に 関 し て 単 位 元 を もつ.

(3)αo(b十c)=αob十 αoc,

(α+b)。 ・=・ 。C+6。C(∀ α,6,C∈E).

(4)α06=0⇒ α=Oor6=0.

平面関数から代数構造を構成するために,関 数g@)を

正規化 した関数を考える.g(切 の正規化関数 とはg(勾 に

対 して ∫(切:冨9ゆ 一の 十bで,∫(0)=0,∫(1)=0を 満

たす ∫@)で ある.明 らかに,∫(切 は平面関数である.

以 下,g(¢)はDingとYhanの 平 面関数 とす る.

(F3。,+)に お けるg(勾 の正規化関数 ∫(¢)に対 して写像 μ

は,

→(F3・,+)

←→ ♂:=一 ∫@)十 ∫(∬十1)

=∬9+α の3+(1+α2)灘

μ:(F3・,+)

であり,μ は平面関数の定義から全単射な線型写像となる.

また,ψ:=μ 一1と する,DembowskiとOstromに 倣 い,

この ような 幹 を用いて,次 の ような積(o)([21参 照)を 定

義する.任 意のu,り ∈F3・ に対 して,

(1)αoり=一 ∫(uψ)十 ∫(α曽 十 η¢)一 ∫("つ.

有限体の加法群 とこの積(o)に よ りE(g):竃(F3π,十,o)

は可換seml丘eldと な る([4]参 照).

次 に,こ の可換semi丘eldの 部分構造であるnucleusを

考える.

定 義3.有 限semi丘eldEに 対 して,rightロucleus,middle

nucleus,1eftnucleusは そ れ ぞ れ 次 の よ うに 定 義 す る.

Arr(El):={α ∈El(∬oy)0α=灘0(90α),∀ む,∀㌢∈E},

!〉読(E):={α ∈El(謬oα)o忽==zo(αo》),∀ 劣,∀シ ∈E},

ハを(E):={α ∈El(αo劣)o㌢=αo(露o㌢),∀ 亀 ∀y∈E}.

補 題1.有 限semi丘eldEに お け るnucleusは 体 で あ る.

証明 有限semi丘eldで あ るので,逆 元の存在はす ぐに分

かる.さ らに,nucleusの 定義から,積 の関する結合律が成

り立つので斜体 となる.Wedderbumの 定理 よ り,有 限斜

体は有限体である.ロ

定義4.P点 集合,L直 線 集合,P=(瓦L)を 有 限ア フィ

ン平面とする.p∈P,ぎ ∈Lに おいて,σ が(p,乏}一ホモロ

ジーである とは,次 を満 たす ことを言 う.

(1)σ ∈Aut(P).

(2)(p)の 各 直線(の の各点を固定する.

ここで,(p)は 点pを 通る直線全体,(の は直線8上 の点全

体を表す.

3結 果

今回,DingとY廿anに よ る平面関数の中で特別 な場合

において次の ような結果を得た.以 下,E(g)=Eと す る.



るか ら,EはEo上p次 拡大であり、Eo⊂N,(E)⊂Eで あ

る.一 方pは 素数なので,1V。(E}=Eoま たはN。(E)=E

であ るがp≧5よ り,1V。(E)≠Eで ある([41参 照).ゆ え

に,N。(E)=Eo窪F3.同 様 にNm(E),N8(E)ニEo窪

F3を 得 る.ロ

参考文献

 1) R. S. Coulter and R. W. Matthews, "Planar Func-
    tions and Planes of Lenz-Barlotti Class II", De-

   signs, Codes and Cryptography, 10(1997) pp.167-
    184. 

2) P. Dembowski and T. G. Ostrom, "Planes of Order 
    n with Collineation Groups of Order n2", Math. 

Z. ,Vol. 103(1968) pp. 239-258. 

3) C. Ding and J. Yuan, "A family of skew Hadamard 
   difference sets", Journal of Combinatorial Theory, 

    Series A, Vol. 113(2006), no. 7, pp. 1526-1535. 

4) K. Minami and N. Nakagawa, "On planar functions 
    of elementary abelian p-group type", to appear in 

Vol. 37(2008) pp. 531-544 of Hokkaido Mathemat-
    ical Journal.

れ　ロ　

9323+シ ・)3+…

+β1(992+誓29+93之3+92)3+β0(99Z-←929+誓323+y2)}

上の両辺の,あ る項を比較することによりω ∈F3を 導 く.

そ のためにまず,β,の 値を決定する.(む μ)ψ=∬ か ら次

のような行列を得 る.

βo

β1

β2

βm_2

β皿_1

11

1

一1

1-1

11-1

11

1-1

11-1

これ を,連 立方程式 で表す と次のよ うにな る.

・一βo+β
m_2+β,π_1=1

βo一 β1+βm_1=0

βo+β1一 β2=0

β1+β2一 β3=0

β観_3+β 隅_2一 β,π_1=0

 

-
ゐ

AU

O

AU

O

以上の式か らβ,は 次のよ うに定 まる.

β7β6β5β4β3β2

 

ββo

101一1一10一11篇 ≡1(8)

一11101一1一10n≡3(8)

1101一1一10一1n≡5(8)

一1一10一11101驚 ≡7(8)

従 っ て,(2)の 両 辺 に お い て,あ る 項 を 比 較 す れ ば よ い 。

∬ヤ の 項 を 両 辺 比 較 す る と,

(左 辺)=0,

(右 辺)=β η_13zg+β π_132+β π_232+β π_3323π 一2.

π ≡1,3と す る と,2=0,28=1と な る.

次 に ♂g9の 項 を 両 辺 比 較 す る と,

(左 辺)ニo,

(右 辺)=β π_接+β ♂1+β 酵9+β129.

π …5,7と す る と,z=0,28ニ1と な る.

g8=1よ り2∈F33と な る.と こ ろ が,nは 奇 数 で あ る

の で,2=±1で な け れ ば な ら な い.z=ω ψ で あ る の で,

ω=之 μ,こ れ を 計 算 す る と,ω=0,±1.

以 上 よ り,ノV.(E)⊂F3で あ る.同 様 に1>皿(E),Nど(E)

=F3を 得 る.

η=3の 場 合,α=1は 平 方 数 な の で,[4】 に よ り

1>.(E),!>m(E),ノVぞ(E)=E窪F33が 成 り立 っ.ロ

定 理2.DingとYUanに よ る 平 面 関 数gに 対 して,η=p,

(p≧5:素 数)と した と き1Vr(E),1>飢(E),1Vε(E)はF3

と 同 型 で あ る.

証 明.semi丘eldEでF3と 同 型 なEoが 存 在 す る こ とは す

ぐに わ か る.今,F㌍ ニF3pで か っE=(F3汎,十,o)で あ


