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言緒

Serreは 論 文[11に お いて,楕 円modular形 式のp進

理論を展開した.そ こでは,modulaτ 形 式の間に成立す

る合同関係 式の一般論が展開 され,後 に発展 したp進

modular形 式 の理論や有限体上のmodular形 式の理論

の基礎 となった.し か しなが ら,そ れ らの結果の多変数

化は十分になされた とは言い難い,こ の論説では,Serre

が楕 円modular形 式の場合に示 した事実の多変数化,す

なわちSiegelmodular形 式 の場合への一般化を試みる.

成 立が期待され る事実は,第2節 で 「予想」 として詳

述 されるが,出 発点 となるmodular形 式がEisenstein

級 数 の空間に含まれる場合には,既 にい くつかの結果が

ある.こ の論説では,今 まで得 られていなかったcusp

形 式 の場合に,「予想」の成 立を支持す る数値例 を与え

る.

「予想」で述べ られている事実は次数が1の 場合,

す なわ ちSerreが 示 した場合は,あ る種 のmodular曲

線 の種数を与える公式とも関連 してお り,幾 何学的意味

をもっている.

§1Siegelmodular形 式 と そ の

Fourier展 開

1.1記 号 と定 義
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π次Siegelmodular群r(れ)は

r(π)=3P。(z)=5P。(盈)∩M、 。(27)

で定義 される εpπ(R)の 離 散部分群である.そ の部分群

rεπ)(N)を

r9)(N)一{㈲ ∈rω1・≡媒(醐}

で定義す る.こ れは,レ ベルNの 合同部分群 と呼ばれ

るものである.

rをSiegelmodular群r(π)の 部分群 とする.

Hπ 上の関数 ノが3つ の条件

(1)∫ はHπ 上正則,

(2)任 意 のM=(A8σD)∈rに 対 して,

∫(ルf〈z>)=∫((∠4z十B)(OZ+D)-1)

=det(OZ十D)発 ∫(Z),

(3)π=1の とき ノは 乞ooで 丘nite.

を満 たすとき,∫ はr上weight鳶 の η次Siegelmod-

ular形 式 であるとい う.

1.2Siegelmodular形 式 のFburier展

開

以下でrと して扱 う群は,Siegelmodular群 全 体

r(箆)の 場合か合同部分群 垢η)(N)の いずれかの場合で

ある.

M俺(r)をr上weight島 のSiegelmodular形 式全体の

成す σ 上のベ ク トル空間とする.す ると∫∈砥(r)は

∫(Z)=Σ α∫(T)・xp[2π¢t・(T2)]

0≦T∈Aπ

の形のFourier展 開 を持つ.こ こで,A篇 は

Aπ={T=(㊥ ∈Symη(Q)1砺,2砺 ∈Z}

で 定 義され る格子である.さ らに σ の部分環Rに 対

して

班、(r)R={ノ ∈M、(r(π))1・ ∫(T)∈R(∀T∈Aの}



と定義 してお く.こ れはR一 加群をな している.

&(r)でr上weight鳶 の π次cusp形 式全体の成す

M島(r)の 部分空間を表す もの とし,飢(r)Rも 同様 に定

義 してお く.

1.3SiegelEisenstein級 数

後の議論において必要 となるSiegelEisenstein級 数

の定義を与 えてお く.こ れはSiegelmodular形 式 の典

型的な例 を与えている.

部分群r駿)⊂r(π)を

r語)一{(参盆)∈r色)1σ一α}

で定 義 す る.こ の と き 箆次weigh硫 のSiegelEisenstein

級数 瑳π)(Z)を

E£π)(z)=Σd・t(σz+D)一 鳶

(**σD)・r幽 〕＼r(π)

(Z∈11,南 〉 η十1:even)

で定義する.こ こで,σ とDはr(・)を 慮)で 割った剰

余類の代表系の行列に対 して,そ の下半ブロックの左右を

それぞれ動 くもの とす る(こ れは,coprimesymmetric

pairsのunimdoulaτ 同値類の代表系と呼ばれているもの

で あ る).こ の と き,Elπ)はr(π 〉上 のSiegelmGdulaτ

形 式 と な る こ と,す な わ ち 瑳 π)∈ 砥(r(π))で あ る こ

とがわかる.さ らにそのFourier係 数 については,任 意

のT∈A・ に対 して・ 恥 鵬 係数 晦 ・・(T)∈Qで あ

ることが示 されている.す なわち

Elπ)∈M・(r(η))Q

で あ る・個1,2の 場 合は・・E£・・の の明示公式が簡

明な形で与え られている.(「付録」参照)

§2Serreの 合 同関係 式 につ いて

前節 までの準備 の もとで,こ の論説 の主題で ある

「Serreの 合 同式」を述べることができる.そ れは次のも

のである.

Theorem(Serre[1DZ(p)をp整 な有理数全体 の

なす局所環 とす る.pを 奇 素数 とす るとき,任 意の

∫ ∈ 鰯(rl1)ω)z,
。,に 対 して ・9∈ 砺+・(r(1))z、 。)

で,合 同式

∫≡9(modp)

を満 たす ものが存在す る.

このSerreの 結 果を π=1の 場合のもの と解釈する

と,一 般的に次の事実の成立が予想 され る.

Co叫lecture

Pを 奇 瓢 とする・ 臆 のF∈ 施(rlπ)@))Z,。 、に

対 し℃ σ ∈砺+・(rω)z,
,、で ・合同式

F≡ σ(modp)

を満たす ものが存在する.

A

§3知 られている結果

ここでは,予 想成 立を支持する例で既に証明がなさ

れている事実を2つ 挙げる.

Examplel

p>3をp≡3(mod4)を 満 たす素数 とし,自 然数列

{鳶糀}鷲=1を

い 砺 ω ・一・+Pi1P　 1

で定義する.

Theorem(Nagaoka[2D素 数p,数 列{編}を 上 記

の 様 に と る.次 数 π,weight左 のSiegelEisenstei且 級

数 瑳 π)に対 して,p進 極限

左1π)・=Ji誌E瑠

が存在 し,務 π)はweight1,rlπ)(p)上 のNeben型

炉G)(L・ 脚 ・記号)のm・dul・・形式となる・す

なわち
左1π)∈M・(r乎)(P)・x・}z

、。}

であ り,さ らに,π=2の とき,合 同式

左12)≡E(塾(m・dp)
2

が成 立する.

Corollary定 理 の条件の下で 彦12)の 平方

あ ・=(務2))2

は1晩(rl2)ω)z
,,,の 元 となる・これについて

島 ≡(E塾
2)2(m・dp)

が成 り立っ.

C…II肛yは ・w・ight2の β・・m敵 脆(rl2)@))Z
、。)

がr@)-ghtp+1-(E塾
2)2とPを 法

として合同であることを示 してお り,予 想が成立す る

例 を与えている.

Example2

pを 奇 素 数 と し,

」ヒ77し=あ7㍑(P):=2十(P-1)Pm-1

で 定 義 され る 自 然 数 列{編}釜21を 考 え る.

Theorem(Kiku七a-Nagaoka[3D

素数pと 数列{盈鵬}を 上記の様にとる.次 数2,weight

鳶のSiegelEisenstein級 数El2}に 対 して,p進 極 限

面2・=」 黙E緯

が存在 し,

式 となる,

E2はweight2,rl2)ω 上 のmodular形

すなわち

彦・∈M・(rl2)ω)z、
。〕

であ り,さ らに合同式

彦・≡E玉 摯、(m・dp)

が成立する.

この定理も予想が成立する例を与えている.
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§4結 果

この節では,論 文の目的である,cusp形 式 に対する

予想成立の数値例の提示を行 う.

前 節の結果は,あ らかじめ与えられていたweight2

の60rmがEisenstein級 数 の空間に含まれているものに

限られていた.こ こでは,次 数が2の 場合,Eisenstein

級 数 の補空間の元であるcusp形 式 に対 して も、予想が

成立 している例を挙げる,

群ro(p)=rl2)ω 上 のcusp形 式 に つ い て は,最 近

C.PoorとD、S.Yuenに よ っ て 調 べ られ て い る([4D.

Examplel

P=11の 場 合,YbshidaIiftと 呼 ば れ る 方 法 でweight

2,rl2)(11)上 のcusp形 式 の例が構成 されることが知

られている.(c£ 〔7D
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と お く.5!11)∈A4(¢=1,213)はdiscriminant112,

leve111で あ り,こ のgenusの 代 表 元 と な っ て い る.

Ybshidaliftに よ れ ば,

員 〕==3拶1一 が2-2θ3

6・(・)・=Σ ・xp[2π 乞・・(5!11)[XエZ)】

x∈M4,2(z)

とお く と,Fbはweight2,rl2)(11)上 のcusp形 式 と

なることが示 されている.す なわち

凡 ∈3・(rl2)(11))

で あ る.恥 のFburier係 数 を正規化 し,

F1・・=羨 凡,・F((19))=・

となる様 におき換 える.一 方Igusaに よって定義 され

たweight12のcusp形 式 をX12と す る.た だ し

・絢・((ll))一 ・

と 正 規 化 して お く.F11とX12のFourier係 数 の 数 値

例 に つ い て はTab正e2を 参 照.

国
tr(T)〈5を 満たすTに 対応 したFourier係 数 は

を満たす.

αF11(T)≡ α_x12(T)(m,od11)

Example2

p=19の 場 合,

ま ずleve119のcus-.

 S(19) ._

s(19) :- 2

S319) _

(
1 0 2 0 
0 1 0 2 
2 0 5 0 
0 2 0 5

              2  1111    22 
1 2 0 1 

              3 

 ? 032    16 

 2 0 1 1 

 0 2 1 1 

 I13L 22 
1 1 71- 3

とお き,p=11の 場 合と同様 に

が・(Z)一 Σ ・xp[2π εt・(5・[XD]

x∈M4 ,2(2)

とお く.こ の と き

1瓦
・ ・=喜(29㌧ 一262十 電ヲ3)

とお く と,Flg∈32(rl2)(19))と な る.

次 に,weightがP十1=20のfullmodular群r(2)

上 のcusp形 式X20∈5「20(r(2))で

Fl9≡X20(mod19)

な る もの を 探 す.E4=El2),E6=E62),X10,X12

をIgusaに よ っ て 構 成 さ れ た 次 数2,偶 数weightの

SiegelInodular形 式 の な すgradedringの 生 成 元 と す

る.求 め た いweight20のcusp形 式 は3つ のcusp形 式

E4E6Xl。,X警 。,E～X、2

の 一 次 結 合 と して 得 られ る の で,

X20:=11E4E6×10十4Xぞo十8E量X12

とお く.FlgとX20のFourier係 数 の 数 値 例 に つ い て

はTable3を 参 照.

匝
tr(T)<4を 満 た すTに 対 応 したFourier級 数 は

αF19(T)≡ αx20(T)(mod19)

を満 た す.

以上の事実は,2次 元の場合の予想成立を支持するも

のである.

付 録

次 数2,weigh硫 のSiegelEisenstein級 数 のFourier

係 数 ・・1・・(T)はK・ ・血 ・ld[51・M・ 麗 ・[61に よ っ て 明 示

公 式 が 与 え られ て い る.

基 本 的 に は2個 のBemoulli数 と1個 の 一 般Bemoulli

数 で 表 示 さ れ る.weightの 低 い2つ のEisenstein級 数

El2),El2)はIgusaの 構 成 した2次 のSiegelmodul鍵 形

式のなす環の生成元となっている.以 下にこの論文で使っ

たEl2),El2),X10,X12,X20,」 呂bF19のFOUrier

係 数 の 数 値 例 を 与 え る(Table1～Table3).

一7一



Table 1 Fourier coefficients of E4 and E6

T

 aE4 (T)
aE6 (T)

1 0 

0 1

30240

166320

1 1 
I2 11

13440

44352

2 0 

0 1

181440

3792096

2 
1

2 
1

138240

2128896

3 

0

0 

1

497280

23462208

3 
1

2 
1

362880

15422400

2 

0

0 

2

1239840

90644400

Table 2 Fourier coefficients of F11 and -X12

T

aE4 (T)
aE6(T)

2 2 
I 2

967680

65995776

2 1 

1 2

604800

24881472

4 0 

0 1

997920

85322160

3 

0

0 

2

2782080

530228160

T

aF11(T)
a-x12 (T)

1 0 

0 1

1

-10

1 1 
12 
.1

-1

-1

2 0 

0 1

0

132

2 
1

2 
1

0

88

3 

0

0 

1

1
-736

3 
1

2 
1

1
-1275

2 

0

0 

2

0
-17600

T

aF11 (T)
a-x12 (T )

2 2 
1 2

-1

8040

2 1 

1 2
-1

-2784

4 0 

0 1
-2

2880

3 

0

0 

2

0

54120

3 
1

2 
2

1

14136

3 

1

1 

2
-1

-13080

4 

0

0 

2

0

232320

Table 3 Fourier coefficients of F19 and X20

T

aF19 (T)
ax2o (T )

1 0 

0 1

1

58

1 2 
1 1

0

19

2 0 

0 1

0

43548

2 
I

2 
1

-1

56

3 

0

0 

1

0

7324576

3 
1

2 
1

-1

-1274559

2 

0

0 

2

2

15672152
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