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葉序 と格子 と連分数について

来嶋大二

A note on phyllotaxes, lattices and continued fractions

Daiji KIJIMA

Abstract

Let w be an irrational number and c be a positive number. The lattice A(w, c) is the set of all points 
m(1,  0)  +n(w, c), where m,  n are integers. The purpose of this paper is to show that there is a one-to-one 
correspondence between the set of convergents of the continued fraction w and the set of convergent 

points of  A(u), c). As an application, the relationship between the phyllotaxis determined by w and 
A(w, c) is considerd.
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茎のまわ りの葉の配列で互生葉序と呼ばれるものは,

分数で表わす開度法と,斜 列法のふたつの表わし方があ

る.本 論文では格子,連 分数を用いて開度法と斜列法の

関係を明らかにする.さ らに格子の 「分布係数」を定義

し,そ れを用いて自然界にみられる葉序に対応する格子

について調べる.

1.葉 序 の 種類

茎のまわりの葉の配列を葉序という.葉 序は輪生葉序

と互生葉序に分けられる.輪 生葉序とは一つの節に複数

の葉がつくものをいい,一 つの簾に一つの葉がつくとき

を互生葉序とい う.互 生葉序では,葉 の接続点が下から

順に一定の角度になることが多い.こ の場合茎のまわり

を葉の接続点に沿って下から一定の角度を回ってたどっ

ていくと螺旋状になるので,螺 旋葉序とも呼ばれる.こ

の螺旋を基礎螺旋といい,ま た一定の角度を開度という.

開度のはかりかたには右回り,左 回りの方法がある.こ

の二通りの開度の合計は360° となるが,こ のうち小さい

方を小開度,大 きい方を大開度という.互 生葉序は分数

で表わされる.あ る点から出発 して丁度真上の点まで基

礎螺旋がm回 転し,そ の間にη個の点があるときm/π

と表わす.こ の分数から開度が求められそれは2πLπ/n

となる.参 考文献 国 では、このように分数で表わす方

法を開度法と呼んでいる.ち なみに同じ配列を右回り・

左回りの葉序で表わしたときその和は1と なる.こ のほ

かに斜列線法あるいは斜列法という互生葉序の表わし方

がある.こ れは円柱上の点を結んで出来る(基礎螺旋で

ない)螺 旋が,右 回り・左回りそれぞれ何本あるかを数

える方法である.

2.開 度法 と斜 列 法

田 に は開 度法 と斜 列法 が お よそ 次 の 表 の よ うに対 応

して い る とあ る.表.1に よる と葉序5/13に 対応 す る斜

列 法 は5:8で あ る.次 に葉序5/13を 持 つ 円柱 の図 を画

き,右 回 りの斜 列線 を引 いた.表.1の 対応 に従 えば図.3
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の よ うに8本 の斜列 が数 え られ るはず だが,図.1に あ る

よ うに3本 と見 る こ と も出来 る.な お 図.2,図.4は 円柱

面 を 飢〃平 面 の領 域0≦ 皿,〃≦1に 写 した もの で あ る.

「どの傾 きの斜 列 が 目につ きやす い か」 とい うこ とは縦

方 向 の点 の間 隔 に よる と思 われ る.こ れ らの 考察 を平 面

で 行 う.点 と点 を結ぶ 右上 が りの線 分 の 中で そ の長 さが

最小 な線 分 は どれ か,左 上が りの線 分 につ い て は ど うか

とい うこ とを考 え る.

表.1開 度法と斜列法の対応

2と5が 左上が りの斜列線の個数の候補 である.【1]で

は葉序の列の極限開度についての言及が あるが,こ れは

葉序の列が主近似分数の列となるような無理数で定まる

角度である.次 に無理数で定まる格子を定義する.

開度法

斜列法

1/3
1:2

2/5
2:3

3/8

3:5
5/13
5:8

8/21
8:13

13/34
13:21

3.連 分 数 と格 子

連分数に関する各記号や用語の定義は[2】に従 う.

定義1格 子

置〃平面において,平 行な直線を等間隔で引く.次 に別の

方向に平行な直線をまた等間隔で引く.た だし最初の平

行線の間隔とあとの平行線の間隔は同じとは限らない.

このようにして作られた二組の平行線の交点全体を格子

と言い,一 つ一つの交点を格子点と言う.Aを,原 点が

格子点であるような格子とする.こ のときAの 格子点

の位置ベク トル全体を格子群という.格 子群の二つのベ

ク トル αとbが あり,任 意の格子群のベ ク トルが

mα+画(m,π は整数)

と表 わ され る とき,{α,b}を 格 子Aの 基 底 とい う,以

下,格 子 は原 点 を格子 点 に持 つ とす る.

定義2無 理数で定まる格子

ωを無理数とし、

α=(1,0),b=(ω,c)(c>0)

図.1円 柱 右斜 列3本 図.2平 面右 斜 列3本

を基 底 とす る格 子 を考 え る.こ れ を無理 数 ω と正数cで

定 ま る格 子 と言 い,A(ω,c)と 書 く.η を整 数 とす る と

き,A(ω,c)とA(ω 一η,c)は 一 致す る.ま たA(ω,c)と

A(一 ω,c)は 〃軸 に関 して 対称 とな る.

定 義3近 似 格 子 点

¢レ平面 に二 つ のベ ク トル 灘+,2醇_が あ り,叫 の 諮成

分 は正,鉱 の 謬成 分 は負 とす る.ま ず,

"1=忽+十 忽_

図.3円 柱 右斜 列8本 図.4平 面 右斜 列8本

連 分 数

ω=[た ・,た・,ん2,海3,…】

にお い て

[んo,κ1,…,周

で あ らわ され る有理 数 を ω の η次主 近似分 数 とい う.ま

た 近似 分 数 と言 えば主近 似 分数 また は中 間近 似 分数 を指

す.近 似 分数p/gと い うとき,こ れ は既約 分 数 で あ り分

母 は正 とす る.図.1か ら図.4に お け る葉 序5/13の 連 分

数 は

[0,2,1,1,1,1]

で あ る.0次 か ら4次 ま で の主 近似 分数 は

0/1,1/2,1/3,2/5,3/8

となるが,こ の分母が斜列線の数と関係している.こ の

場合は3と8が 右上がりの斜列線の個数の候補であり,

とお く.91の ∬成 分 が正 な ら の+を91に 入 れ か え,負

な ら 記_を 馳 に入 れ か え る.こ の よ うに して新 し く

記+,a陰_を 作 る.つ ぎ に

璽ノ2::=≦B→ 一 十 ≦む一

とお く.前 と同 様 に,g2の 偲成 分 の正 負 に応 じて 記+

あ るい は 紹_を 馳 に入 れ か え る,こ れ を繰 り返 してベ

ク トル の列 馳,g2,… を作 って い く.以 上 の操 作 を ω

を無理 数 と して

鑑=(-1,0),a陰+=(ω 一[司,c)

か ら始 め る.こ の とき

(ω 一[ω 】,C)ラ91,智2,…

を位置ベクトルとする点を順に,

Yo,Y1,Y2,…

と し,こ れ らをA(ω,c)の 近似 格 子 点 とい う.そ のな か

で もY。 とY。+1の ∬座 標 の 符 号 が異 な る とき,Y。 を
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主近似格子点という.主 近似格子点ではない近似格子点

を中間近似格子点という.主 近似格子点を順に

Po,P1,P2,P3ジ ・・

と し,そ れ らの位 置 ベ ク トル を

PO,P1,P2,jp3,.° °

す る.Po=Yoで ある.Pπ の ¢座 標 の 絶対 値 は単調 に

減少 して い る.

命題4無 理数 ω で定 ま る格 子A(ω,c)に お いて 主近

似 格 子 点Pπ の座 標 を(gω 一p,αc)と す る ときp/qは ω

の η次 主近似 分数 で ある.同 様 に(qω 一p,qc)が 中間近

似 格 子 点 の座 標 な ら,p/qは ω の 中間 近似 分 数 で あ る.

即 ち ω の 近似 格 子 点 と近似 分 数 は1対1に 対 応 して い

る.

証 明:pπ=梅p伽1+p伽2(η ≧1)と 砺 を 定 め る

と 砺 は ω の連 分 数 の π次 の項(π 次 の部 分商)と な る.

(た だ しp_1=(-1,0)と お く)こ こ で

Pπ=qπPO十PπP_1=(qπ ω 一P篇,qnC)

とpπ,qπ を定 め る と,漸 化式

qη=砺qπ_1+9π_2,Pπ=砺Pπ_1+Pπ_2

が成 立 す る.ま た

q_1=0,p_1=1,qo=1,1ρo=・[ω 】=海o

に注意するとpπ/qπはωのπ次主近似分数であること

がわかる.中 間近似格子点に関する主張が成立すること

も同様に示される.

線分ABを 対角線とし,辺 が 偲軸 〃軸に平行な長

方形を 五(AB)で 表わす.そ の面積も同じ記号で表わす.

なお今後特に断らない限り無理数 ωは0〈 ω<1/2の

範囲にあるとする.〃 軸に関して対称な格子を同一視す

ればすべての無理数で定まる格子はこの範囲の無理数 ω

で実現できる.斜 列線の本数を調べるために,原 点に一

番近い 〃座標が正である格子点はどれか,あ るいは第1

象限と第2象 限に分けたときにはどれか,と いうことを

考える.

定理5A(ω,c)お いて,〃 座標 が 正で あ る格子 点Pに

関す る次 の 四つ の条 件 を考 える.

(A)Pは 近 似 格 子点 で あ る.

(B)五(OP)の 周 または 内部 に あ る格 子 点 は0とPだ け

で あ る.

(C)Pは 主近似 格 子 点で あ る.

(D)〃 座 標 が正 で かつ 孟以 下 で あ る格 子 点 の なか で,P

が 最 も 〃軸 に近 い点 で あ る.た だ し オはPの 雪座 標 と

す る.

この とき次 の(A)と(B>は 同値 で あ り,ま た(C)と(D)

は 同値 で あ る.

証 明:[2】の 定理2.8[第 二1よ り(A)と(B)の 同値 が,【第

一]よ り(C)と(D)の 同値 が分 か る.た だ し ω の連 分

数 にお い て 紡=1の とき はqo=g1=1と な り主 近似

格 子 点Poは(D)を 満 た さな い.し か し ここで は ω は

0<ω<1/2の 範 囲 に あ る と してい るの で この場 合 は

除 外 され る.

定 理6格 子A(ω,c)の 格 子 点P(qω 一p,αc)が あ る.

Pの 〃座 標 は 正 と し,ま た線 分OPの 問 に他 の 格子 点

が存 在 しな い とす る.こ こ でPに 関す る ふ たつ の 条件

を考 え る.

(E)L(OP)<c/2

(F)五(OP)〈c

この とき(E)⇒(C)⇒(F)⇒(A)が 成立 す る.た

だ し(A),(C)は 定 理5に お け る条件(A),(C)で あ る.

証 明:定 理 の主 張 を連 分 数 の用 語 で い うと次 の よ うな る.

無 理数 ω と正 の 既約 分 数p/gに つ いて,つ ぎが 成 立す

る.

(α)q【αω 一pl<1/2⇒p/qは ω の 主 近似 分数

(b)p/qは ω の主 近似 分 数 ⇒qlgω 一pi<1

(c)qlqω 一回 く1⇒p/gは ω の 近似 分 数

(α)に っ い て は[21p154問 題3よ り,(わ)に つ い て は

i21p133の2行 目よ り,(c)に つ い ては[2】p155の 注 意 よ

り成 立す る こ とが わか る.

格 子Aに お い て,格 子 点 を4頂 点 とす る四角 形 が あ

り,こ の 四角形 の 周 また は 内部 の格子 点 は この4頂 点だ

け とす る.こ の よ うな平行 四辺 形 の面積 は一 定 とな るが,

これ をd(A)と 書 く。A(ω,c>の 場 合d(A(ω,c))=cと

な る。

命題7無 理数 ωで定まる格子A@,c)に おいて,P

を第1象 限または第2象 限にある(即 ち 〃座標が正であ

るような)格 子点とする。Pに 関する次の5つ の条件を

考える。
　

(1)L(OP)<互 で線 分OPに は 両端 以外 に格 子 点 は存

在 しない.

(2)原 点0か ら、 第1象 限 また は第2象 限 の格 子 点 ま

で の距離 の 中で 、OPが 最 小 値 とな るよ うなcが 存在 す

る.

(3)Pは 主近 似格 子 点 で あ る.

(4)原 点0か ら、Pの 属す る象 限の格 子点 まで の距離 の

中で 、OPが 最 小値 とな る よ うなcが 存在 す る.

.(5)Pは 近 似 格 子 点 で あ る.

この とき(1)⇒(2)⇒(3)⇒(4)⇒(5)が 成 立 す る.

(1)⇒(2)の 証明:格 子 点Pが 直線y=コ 農または 〃=・瑠
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上 にあれ ば,OPが 格 子 点 閲 の距離 の最 小値 とな るこ と

を示 す.L(OP)<c/2よ り,

OP2=2L(OP)〈c

ると,そ の近似格子点は(0≦ ω<1の 領域の中で)原

点から順に上に数えていってq番 目の格子 点である.ま

た,m番 目(1≧m≧ の の格子点を通り,直 線OPに

平行なg本 の直線が斜列線全体となる.

で あ る.よ って

OP<V乞 一V爾

とな る.さ て直線OP上 に な い格 子 点Cを 考 え る.C

と直 線OPの 距 離 を ん とす る.三 角 形OPCの 面積 は

4(A)/2以 上,す なわ ちOP・ ん/2≧4(A)/2で あ る こ と

に注 意す る と

ん≧d(A)/OP>4(A)/～ ⑳ ㍉ 緬

で あ る.し た が ってOC≧ ん 〉 ～/姻>OPと な り,

OPが2格 子 点 間 の距離 の最 小値 とな るこ とが分 か る.

(2)⇒(3)の 証 明:(2)のcに 対 してA(ω,c)に お け る格

子点Pは 定理5の(D)の 条 件 を満 たす.よ っ て(3)が

成 立 す る.

(3)⇒(4)の 証 明:Pが 第1象 限 にあ る主 近似 格子 点 の

場合 を考 え る.(第2象 限 に あ る場 合 も同様 で あ る.)直

線OPの 傾 きが1と な る よ うにcを 定 め る.Pと 膨軸

お よび原 点 に関 して 対称 な点 をRお よびSと す る.定

理5よ り,L(OP)と ゐ(OR)の 中 にあ る格 子 点 は0と

Pだ け であ る.よ っ て格子 は原 点 に関 して対 称 で ある こ

とに注意 す れ ばL(SP)の 中 の あ る格 子 点 はS,0,Pだ け

で あ るこ とが分 か る.正 方形 五(SP)を0がPに 移 る よ

うに平行移 動 す る.平 行移 動 した正 方形 の周 または 内部

に あ る格子 点 は0,P,Cの3点 だ けで あ る.(た だ しC

はPの 移 動 した 点 とす る)よ ってPは 第1象 限 で原 点

に最 も近 い 格子 点 で あ る こ とが わ か る.こ れ でPは 条

件(4)を 満 たす こ とが証 明 され た.

(4)⇒(5)の 証 明:cはPが 第1象 限の格 子点 の 中で原点

に一番 近 い点 とな る よ うにcを 定 め る.こ の ときL(OP)

の 中に あ る格 子 点 は0とPだ け な ので 定理5よ りPは

近似 格 子 点 で あ る.

図,5斜 列 法(2,3) 図.6斜 列 法(5,8)

4.主 近似分数の分母と斜列数

ここで開度法と斜列法の関係について考える.何 本の

斜列線が数えられるか,と いう事については斜列線の傾

きやcの 値(格 子の縦方向の密度)に よって本数が変わっ

てくると考えられる.斜 列線を考えるときに問題になる

のは 「原点に近い格子点はどれか?」 ということである.

命題7で 示したように第1象 限に限定したときに(あ る

いは第2象 限に限定したときに)そ の中の格子点で原点

に一番近い点は近似格子点である.ま た第1お よび第2

象限の中で一番近い点は主近似格子点である.以 上のこ

とから 「原点と近似格子点Pを 結ぶ直線を斜列線の傾

きとしたとき,そ の斜列線は何本あるか?」 ということ

が問題 となる.そ の数はその近似格子点Pに 対応する

近似既約分数の分母の値となる.実 際その分母をgと す

図.5は ω=(3-～ 億)/2に よって定ま る格 子A(ω,c)で,

0≦ 劣 く1,0≦ 〃〈1の 範 囲 を図 に した.ω の 連 分数

表 示 は[0,2,1,1,… 】で,1次 か ら4次 ま で の主 近似 既

約 分数 は1/2,1/3,2/5,3/8と な る.主 近似 格子 点Pπ

の 野座 標 は 伽cで あ るが,こ れ は ㌢>0の 範 囲 で 考 え

てPπ が 下 か らqπ 番 目の点 で あ るこ とを 意 味 して い る.

図.5は 直線OP2の 傾 きが1と な るよ うにcを 定 めて い

て,斜 列 法 の(2,3)と い う数 字 が読 み取 れ る.図.6は 直

線OP4を 傾 き1と す るよ うにcを 定 めた.こ れ か らは

斜 列 法(5,8)が 読 み取 れ る.こ れ はq3=5,g4=8に 対

応 して い る.

例8リ ュカ 格子 を作 る

初項 が1,第2項 が3の 一般 フィボ ナ ッチ数 列 を リュカ

数 列 とい う.斜 列 数が リュカ数 となる よ うな格子A(ω1,c)

を作 りたい.ω1の 主近似 分数 の分母 伽 が 斜列 数 に対応

してい る.

表.2リ ュカ 数 の斜 列数(1)

η 一1 0 1 2 3 4 5 ・ ●o

編 0 3 1 1 1 1 ● ● ●

Pπ 1 0 1 1 2 3 5 ・o●

9π 0 1 3 4 7 11 18 ・o●

表.3リ ュカ数 の斜 列数(2)

π 一1 0 1 2 3 4 5 o● ●

砺 0 1 2 1 1 1 ● ● ●

Pη 1 0 1 2 3 5 8 ● 齢 ■

9π 0 1 1 3 4 7 11 ● ●o

表.2の 作 成 方 法 を説 明す る と,ま ず リュ カ数 列 よ り数

列{gπ}が 定 ま る.次 に漸化 式 を用 い て 観 を定 め,っ

ぎ にpπ を計 算 して 表 を完 成 させ た.表.2の 連 分数 ω1

は(5-V!5)/10と な る.こ れ 以外 に 躯 に リュ カ数列 が

表 れ る を考 え た の が表,3で あ る.表.3の 連 分数 ω2は

(5+v唇)/10と な る.ω1と ω2の 和 は1な の で こ の二

つ の無理 数 で 出来 る格 子A(ω1,c),A(ω2,c)は 〃軸 に 関
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して対称 とな る.

5.シ ンパ ー ・ブ ラウ ンの法 則

の範囲にある.σ(A)=2/～ 厄 となるのは3頂 点を格子

点とし,そ の周または内部には他の格子点を含まないよ

うな正三角形が存在するときである.

葉序がつぎのいつれか

_⊇_1235...

m,m十1,2m十1,3m十2,5m十3,

に な るこ とを,シ ンパ ー ・ブ ラ ウンの法 則 とい う.主 近

似 分数 の分 子 が フィボ ナ ッチ 数列1,1,2,3,5,8,… とな

る よ うな連 分数 ω は 碗 以降 の部分 商 はすべ て1と な る.

今 梅=0,κ1=mと お く と主近似 分数 が シ ンパー ・ブ ラ

ウンの法則 の分数 とな る.0<ω<1/2と すれ ばm≧2

2と な る
.ω= で あ る が,m=2,3,4の

2m-1+V写

と き の ω の値 を 書 い て お く.

3-V写5-V唇7-V唇

例10格 子A(ω,c)の 分布係 数

OP=δ(A(ω,c))と な る点P,即 ちOPが2格 子点 間の

最 小値 を与 える点Pは η次 主近似 格子 点Pη,(η ≧-1)

の 中 に存 在 す る.よ って

σ(AM-Min{(° 与 ゾ・π ≧一・}

と な る.た だ しP_1(-1,0)と す る.

2,10,22

ω の値 に2π をか け た極 限 開度 を度 数 法で 表 わす とそれ

ぞれ,137度30分28秒,99度30分6秒,77度57分

19秒 とな る.な お この極 限開 度 につ いて は 国 で も言及

され て い る.国 で は シ ンパ ー ・ブ ラ ウンの 法則 の変形

として1錦 誌,器 なる葉序の　凹があげら

れ て い る.

1次 以 上 の主近 似 分数 の分 子 が1,2,3,5,8,… とな る

場 合 を考 えてみ る.

定義11η 次 分布 関数 阪切,π)(c)の定 義

A(ω,c)に おい て,η 次主近 似格 子点 をPnと す る.こ

の ときcに つ い ての 関数

(OPπ)2阪
切,π)(c)=

C

を ω の η次 分布 関数 とい う.

Pπ の座 標 は(qπ ω 一P勘cqη)な の で

で あ る.

%,。)(・)一 。(q。)・+1(q。 ω 一Pの ・
C

表.4シ ンパ ー ・ブ ラ ウンの 法則 の変形

η 一1 0 1 2 3 4

砺 0 鵬 2 1 1

Pπ 1 0 1 2 3 5

qπ 0 1 m 2m十1 3m十1 5m十2

ん1=mと お く と表.4の よ うに な る.m・=2の とき,

連 分数[0,2,2,1,1,1,… 】で表 わ され る無理 数 ω を計 算

す る と(7+V唇)/22と な り,[1]で 言 及 され てい る シ ン

パ ー ・ブ ラウ ンの法 則 の変 形 の葉 序 とな る。極 限 開度 は

ωx2π=151度8分8秒 とな る.

例120次 分 布 関数 と 一1次 分布 関数

0次 主 近似 格 子 点 の座標 はPo(ω,c)で あ り

(OPo)2%
,・)(c)識

ω2十c212
=こc十 一ω

CCC

と な る.η=-1の と き はP_1(-1,0)な の で

脳)(・)一(° ≒1ゾ ー1

と な る.

6.分 布係数と全分布関数

定義9分 布係数

格子Aに おいて,2格 子点間の距離の最小値をδ(A)

と書き,格 子点を4頂 点とする平行四辺形の面積の最小

値をd(A)と かく.こ のとき格子Aの 分布係数を

δ(A)2σ(A)
=

d(A)

定 義13格 子A(ω,c)の 全 分布 関数

格 子A(ω,c)に お いて

阪叶)¢)-Min{(°P・)2,η ≧ 、C}

と定義 す る.σ(A)は

・〈σ(A)≦ 毒

を ω の全 分布 関 数 とい う.

7.η 次極 小 点

定 義14η ≧0の とき ω の η 次分 布 関数 阪ω,π)(c)

の最 小値 とな る 曲線 上 の 点 を ω のn次 極 小 点 とい う.



34 近畿大学工学部研究報告No.45

定理15ω のη次極小点の座標は

(ω 一 堕,2q。2ω 」h9πqπ)

で あ る.

証 明:関 数

阪 姻 ω 一 姻 ・+⊥(9。 ω 一P。)・,(¢ 〉 ・)

の最 小値 と,そ の ときの 餌の値 を計算 す る.相 加 平 均 と

相 乗 平均 の 関係 を利 用す る と

記(9。)・+1(9。 ω 一P。)・≧29。 ・ω 一 地
qπ

よ り,2伽2ω 一 色 が最 小値 で あ り,そ の ときの ωの
9π

値 は

ω(9。)・-1(卿 一P。)・

よ り 忽 二 ω 一 地 の ときに最 小値 を とる.
9π

8.黄 金 格子

ω の 連 分数 表 示 を 【0,紐,碗,た3,…1と す る.ま た ω

の π 次 主近 似 分数 をpπ/伽 とす る.ω の π次極 小 点 を

3-V写(
5π,砺)と 書 く.ω= で 定 ま る格 子A(ω,c)を2

黄金 格 子 と言 う.

命題16ω の η 次 主近 似 分数 をpπ/qπ とす る とき次

が成 立 す る.

(1)η 次 主近 似 格 子 点の 謬座標 か らな る数列

{qηω 一Pπ,η ≧o}

は公 比 イ の等 比 数列 で あ る。

(2)オπ=2盛 ω 」 互 く1が 成 立す る.(と くに π次 近
9π

似 格 子 点Pπ にお い て 直線OPπ の傾 き が 一1か1な ら

ばOPη が2格 子 点 問 の最 小値 とな る.)

命 題16の 証 明 は,数 列{飾 ω一P母 が一 般 フ ィっボ ナ ッ

チ数 列 で あ る こ とを 用 いて 証 明で き る.

例17黄 金格 子 の極 小 点 の座標

黄 金 格 子 にお け る 砺 の値 は

オo=0。7638,オ1・=4V唇 一8=0.9443

で あ る.角 の値 は

彪一 毒(・ 一♂)-2ト9畜 一α8754

と な る 。 η ≧3の と き 砺 は オ1と め の 問 に あ る の で

0.8754〈 孟π 〈0.9443

が 成 立 し て い る.

2次 極 小 点 の 飢 座 標 は 次 の よ うに な る.

,、 一 亘 一7-3・ 屠 一 。.。4863
186

1次 極 小 点 の ω座 標 は

亀 一2量 磐(4循 一8)一 夢 一 ・一 α・・8・

で あ る.よ って1次 極 小 点Q1の 座標 は

働(些2・4(畜 一2))一 妬(α ・・8qα9443)

で あ る.そ の ∬座標,〃 座 標 は と もに2次 極 小点Q2の

そ れ らよ りも大 き い.ま た η ≧3の とき ω の η 次格子

点 の 〃座 標 はすべ て,2次 極 小点 の 〃座標 で あ る0.8754

よ り大 きい.

命 題18ω の2次 極 小 点 をQ2と す る.D=五(OQ2)

とす る.図.7は ω の1次,2次,3次 の分 布 関数 と領域

Dを 表 わ した もので あ る.

ア▲

韮一

0.8

D
0.6

0α050.藍 κ

図.7ω の2次 極 小点 と領 域D

この とき ω と異 な り,0<ω<1/2の 範 囲 にあ る任意

の無 理 数 ω に対 し,そ のm次 極 小 点(m≦2)でDの

中 に位 置す る ものが 存在 す る.

命 題18の 証 明 につ いて は,ω の連 分 数 の タイ プ で場合

わ け を し,計 算 に よ り示 され る.こ れ よ り命 題19が 成

立 す るこ とが分 か る.

命 題19分 布係数 が 大 きい ほ ど,効 率 的 に格子 点が分

3-V!5布 してい る と考 え られ るが
,ω= の全分布 関数2

の 最 小値 は,他 の無 理数 ω と比 べ て大 きい.

9.無 理 数 で 定ま る格 子 の応 用

以 降 は無理 数 ω の範 囲 を0<ω1/2と は限 定 しな い.

無理 数 の対等 に関す る定理23は よく知 られ て い るが,こ

こで は無理数 で定 ま る格 子 を用 いて その証 明 を して い る.
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定 義20二 つ の無 理数 ω1,ω2が あ る.

αω2十b
ω1=

cω2十4

た だ し α,b,c,dは 整 数 で αd一 わc=:且 と な る α,δ,c,d

が 存 在 す る とき ω1と ω2は 対 等(equivalent)で あ る と

い い,ω1≡ ω2と 書 く.

定理21無 理数 の間 に定義 され た 関係 「対 等 劃 は 同

値 関係 で あ る.即 ち次 の三 つ の法 則が 成 立す る.

(1)反 射 律 ω1≡ ω1

(2)対 称 律 ω1≡ ω2⇒ ω2≡ ω1

(3)推 移 律 ω1≡ ω2,ω2ヨ ω3→ ω1ヨ ω3

証 明:無 理 数 ω と 磁 一bc=士1な る整 数 α,わ,c,dを 用

いて表される無畷 鵠 を行列4-[α わ
c(オ]を

用 いて み〈ω〉と書 くことにす る..4〈ω〉は(一 孟)〈ω〉と一

致 す る..4,Bが 整 数 を成 分 とす る行 列 で そ の行 列式 が

土1な らば 一.A,.仁1,五Bも ま た整 数 を成 分 と し,そ の

行 列 式 は 土1で ある.こ の とき

切・=A〈 ω、〉⇒ ω、=孟 一1〈ω、〉

ω・=み 〈ω2>,ω2=B〈 ω3>→ ω・二(AB)〈 ω3>

が成 立す る.(計 算 は容 易 で あ り省 略す る.)よ っ て対称

律,推 移 律 が成 立す る.反 射律 が成 立 す る こ とは 明 らか

で あ る.

補題22無 理数 ωに対して

ω ≡ ω+π@は 整 数),ω ≡ 一ω,ω 憂 三
ω

が成 立 す る こ とは 明 らか で あ るが,逆 に ω1≡ ω2の と

き,上 の 三つ の操 作,即 ち

(1)整 数 を加 え る.

(2)符 号 を変 え る.

(3)逆 数 を取 る.

を繰 り返 し行 うこ とに よ り ω1か ら ω2に 変 形 で き る.

証 明:勒=且 〈ω2>に 上 記 三っ の操 作 を行 うこ とは行 列

、4に次 の三 つ の操 作 を行 うこ とに他 な らな い.

(1)孟 の第2行 を η倍(整 数倍)し て第1行 に加 え る.

(2)Aの 第1行 また は 第2行 に 一1を か け る.

(3)且 の第1行 と第2行 を入れ 換 え る.

上の操作(1)と(3)を 組み合わせれば次の操作(4)

(4)丑 の第1行 を π倍(整 数倍)し て第2行 に加 え る.

も行うことが出来る..4は 成分が整数で行列式が ±1の

行列であるが,こ れら四つの操作を行ってもやはり成分

は整 数 で行 列 式 は ±1で あ るこ とを注意 してお く.こ れ

か らこの 四つ の操 作 を 用 いて 行列 △ が単 位 行列Eに 変

形 で き る こ とを順 を追 って示 して い く.

【Aの 第1列 の成 分 が と もに0以 上 とな るよ うに変形

す る。】

1列 の成 分 が負 の行 に 一1を か けれ ば,こ の変 形 が出来

る。

【.Aの第1列 の成 分 が と もに正 の場合 に はそれ らの成分

が ともに0以 上 とな り,さ らにそ の合 計 が 減少 す る よ う

に変形 す る.1

第1列 のふ たつ の成 分 の うち,大 き くな い 方 が属す る行

を 一1倍 して他 の行 に加 えれ ば よい.

【、4の(1,1)成 分 が1,(2,1)成 分 が0と 変形 す る.】

前 の操 作 を続 けて い けば,い つ か は第1列 の どち らか の

成 分 は0と な る,こ の と き他方 の成 分 は1で あ る.(こ

れ は行 列 式 が 土1で あ る こ とか ら分 か る.)必 要 な ら行

の入れ 換 え を行 って(1,1)成 分 を1と す れ ば よい.

【単位 行 列 に変 形 す る.】

前 の形 まで変 形 した とき,そ の行列 式 は 士1な ので(2,2)

成 分 は 士1と な る.(2,2)成 分 が 一1の と きは 第2行 に

一1を かけ る こ とに よ り1と で きる .こ の とき(1,2)成

分 が ηな らば2行 を 一η 倍 して1行 に加 えれ ば よい.

以上 で 且 は 単位 行列 に変 形 で き るこ とが示 され た.よ っ

て ω1は ω2に 変形 で き る 。

定 理23二 つの 無理 数 ω1,ω2に つ い て,次 は 同値で

あ る.

(1)ω ・≡ ω2

(2)ω1の 椛 次 全 商 と ω2の π 次全 商 が一 致 す る よ うな

皿,η が存 在 す る.(こ れ は ω1と ω2の 連 分数 にお いて,

それ ぞれ 鵬 次 以 降 の項 と η次 以 降の項 が一 致す る こと

を意 味す る)

証 明:(2)で 定 ま る無理 数 の 問 の関係 を ω1窪 ω2と 書

く.こ の 関係 が 同値 関係 で あ る こ とは 明 らか であ る.ま

た ω1のm次 全 商 ηmと ω1に つ い て ω1≡"mと な

る こ とは系6.11よ りわ か る.よ って ω1望 ω2な らば

ω1≡ ω2が 成 立す る.逆 を示 す.す な わ ち ω1≡ ω2な

らば ω1望 ω2を 示 す.補 題22よ り無 理 数 初 に対 して

(a)ω 磐 ω 十 η た だ し π は整 数

(b)ω 窪 一ω

(c)ω 窪 ⊥
ω

を示 せ ば よい こ とが 分 か る.

(a)の 証 明:ω と ω+η の1次 以上 の部分 商 は一致 す る.

よっ て ω 磐 ω 十 π とな る.

(b)の 証 明:ω と 一ω で 定 ま る格 子A(ω,c)とA(一 ω,c)

は 穿軸 に関 して対称 で あ る.命 題8.3と 命題8.5よ り分

か る よ うに無理 数 の π 次部 分 商 砺 は,そ の無理 数 で定
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ま る格子 の@-2)次 と(η 一1)次 の 主近似 格子 点Pn_2,

Pn_1と ッ軸 との距離 疏 と 晦+1で 定 ま る.即 ち

砺=[窺/ω π+1]

で ある.よ っ て ω 窪 一ω とな る.

(格子 点 は 〃軸 に関 して 対称 とな っ て い るが,主 近 似

格 子点 に 関 してはす べて が 〃軸 に 関 して対 称 とな ってい

るわ けで はな い.対 称 とな って いな い 主近似 格 子点 はそ

の 〃座 標 がcの 場 合 で ある.A(ω,c)の0次 主近 似格 子

点Po@-Po,c)の ω座標 ω 一Poが1/2よ り大 きい とき

は1次 主近似 格子 点P1(ω 一Po-1,c)の 〃座 標 もcで あ

り,1/2よ り小 さい とき は近似 格 子点(ω 一Po-1,c)は

主 近似 格 子 点で は ない.従 っ て ω と 一ω の 〃軸 に 関 し

て 対 称 な 主近似 格 子 点 はそ の 次数 が ひ とつ ず れ て い る,

す な わ ち ω と 一ω の一致 す る部 分 商 の列 は その 次数 が

ひ とつず れ て い る.)

(c)の 証 明:(b)よ り ω が 正 の場 合 を 示せ ば よい.こ の

とき ω が1よ り小 さい けれ ば ω の1次 以上 の部 分 商 の

列 が1/ω の0次 以 上 の部分 商 の列 とな る.逆 に1/ω が

1よ り小 さい けれ ば1/ω の1次 以 上 の部 分 商 の列 が ω

の0次 以上 の部 分商 の列 とな る.よ っ て(c)が 成立 す る.

最後に近似既約分数を作っていくアルゴリズムにっい

て述べておく.こ れは無理数で定まる格子において近似

格子点を作っていくアルゴリズムより導かれる.

と定 め,こ れ を フ ァ レイ 対(T2,71)の 中間 数(mediant)

α十c もまた 既約 分 数 で あ る
.とい う。 δ十d

T2<F(γ2,γ ・)<T・

と な り,

(γ2,F(T2,γ ・)),(F(γ2,γ ・),T・)

は と も に フ ァ レイ 対 と な る.

命題25無 理数 ω に対して

α・=[ω],α ・=回 一1

とお く.(α1,αo)は ω を挟 む フ ァ レイ 対 で ある.次 に

α2譜F(α ・,α ・)

とお く.フ ァ レイ対(α1,α0)の α0ま た は α1を α2で

置 き換 えて新 た な 切 を挟 む ファ レイ 対 を 作 る.こ の薪

た な フ ァ レイ 対 の 中 間数 を α3と お く.こ の α3を 最 新

の ω を挟 む フ ァ レイ 対 の両 端 の どち らか に置 きか えて,

さ らに新 しい ω を挟 む フ ァ レイ対 を作 る.

以 下 同様 に して有 理 数 の列

α0,α1,α2,° °'

が で きるが,こ れ が ω の 近似 分数 全 体 と な る.

実 際A(ω,c)の 近 似 格子 点 の列

定義24フ ァ レイ対

これ まで の よ うに既 約分 数 の分 母 は正 とす る.こ の とき

任意 の有理 数 は一意 的 に既 約 分 数 の形 に表 す こ とがで き

る.た だ し整 数 の分 母 は1と す る.

二つ の 有 理数 丁1,r2(僧2〈7'1)が あ る.γ1,γ2を 既 約

分数 の形 に表 しそれ を

ゆ り
γ1=5,T2=冴

とす る.α4-6c=1と な って い る と き,有 理 数 の順 序 対

(ア2,751)を フ ァ レイ 対(Fareypair)と 言 う こ と に す る.

フ ァ レイ 対(T2,T1)と 無 理 数 ω が あ り γ2<ω 〈 γ1と

な っ て い る と き,(γ27γ1)を 切 を 挟 む フ ァ レイ 対 と い う.

フ ァ レ イ 対(γ2,7■1)よ りつ く ら れ る 有 理 数F(T2,γ1)

を 次 の よ う定 め る.す な わ ち

α 十cF(
γ2,γ・)= わ十d

Yo,Y1,Y2,…

を定義 したが,こ の鳩 に対応する近似分数がα乞である.

なお砺 は右端のファレイ対の数と入れ換え,α岨 は

左端の数と入れ換える,と いうように入れかえる数の左

右が変わるとき,α信は主近似分数である.し たがって

順に作られていくωを挟むファレイ対の右端あるいは

左端の少なくとも一方は主近似分数である.
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