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                                    Synopsis 

   The alignment of the electron spin with the external magnetic field give rise to paramagnetism.  Whereas, 

the orbital motions of the electrons give rise to diamagnetism. In this paper we consider the idealized problem 

of a free spinless electron gas in an external magnetic  field H =  Hi . A free electron moves in a circular orbital 

quantized normal to the uniform magnetic field with the cycrotron frequencycoo =—eAt0H. The energy 
                                                              m 

eigenvalues in two-dimesional electron system  Ej = hcI),j +—1= /311(2 j +0(j = 0,1,2,...) are the Landau 

          ( 

                                       2 energy  levels  . fi is a Bohr magneton. g =—eNHI? is the degeneracy of a Landau  level  . In the                                h 

 low-temperature limit of electron in Landau levels, the electrons have a tendency to occupy the lowest 

available levels. As the magnetic field is decrease, each Landau level can accommodate fewer electrons 

because the degeneracy g is decreased. Consequently, some electrons will be forced to jump up to a higher 

level. This cause the oscillation of the low-temperature magnetic susceptibility  ;cm as a inverse function of 

the magnetic field  —. The magnetization M also oscillates as a function of the magnetic field. We call 

these phenomena the de Haas-Van Alphen effect.
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§44ド ・ハ ー ス ー フ ァ ン ・アル フ ェ ン効 果

こ の 節(§)の 議 論 は 、K.Huang著"Statistical

Mechanics"の 第1版(旧 版)と 第2版(新 版)と に負 う

所 が多 い 。 又 、 こ こで は我 々 は 、 新版 キ ッテル 固 体物

理 学 入 門(森 田章 、山 下 次 郎 、宇 野 良清 、津 屋 昇 共 訳)

とキ ッテ ル 固 体 物 理 学 入 門 第8版(宇 野 良清 、津屋 昇 、

新 開駒 次 郎 、森 田章 共訳)中 の ド ・ハ ー スー フ ァ ン ・ア

ル フ ェ ン効 果 の節 を大 い に参 考 に した。

この節 で 取 り扱 うの は フ ェル ミオ ン で あ る。 我 々 は

以 前 の3節(§ § §)で 、§36ラ ン ダ ウ準位 、§37ラ

ン ダ ウの 反磁 性 と磁 化 率 、 §38k空 間 と実 空 間 で の

軌 道 面積 の 量子 化 と磁 束 の 量 子 化 を そ れ ぞれ 議 論 し

た 。 我 々 は も う一度 そ れ 等 の節(§ § §)を 読 み 返 さ

な けれ ば な らな い。

1辺 がLの 立方 体7=ガ 中 の 自由 電 子気 体 の周 期 的

境界条件豚(κ+ム蕩z)=妖 携}㌧z)等を満 たす波動関数

は進行平面波の

戦 ←)一ナ ㎞[(2698)式](3643)

である。そして、波動ベク トルkを 持つ状態のエネル

ギー固有値は

乳=蓋鰍+の

一蓋帥3+祠

[(2702)式](3644)

[(2703)式](3645)

但 し 、 こ こ で 、

2π
姶 τ 喉etc・ 駕 ・"ノろ=賦 ±乳'"

[(2699)式 、(2700)式 、(2701)式](3646)

である。

次に、我々はz方 向に外部静磁場H=磁 が点灯 し

たときの金属の幾っかの性質の変化を考察する。我々

は今、電子スピンを持たない自由電子気体を考える。

電子スピンがあれば電子スピンは外部磁場に平行に並

ぼ うとす る傾向を持ち物質の常磁性に起源 を与える。

他方、電子スピンがなければ外部磁揚による電子共の

軌道運動の変化が物質の反磁性に起源を与える。自由

電子であれ、原子核に束縛 された電子であれ、電子共

の軌道運動は磁場中で量子化 されている。Z方 向に外

部静磁場H=磁 が点灯 したときのエネルギーの式

は(2688)式 又は(2692)式 に与えられている。

E緋 誓壽+軌 〔ノ+圭)

一響 鋤+1)

但 し 、 ノ=¢1,2,…

[(2688)式](3647)

[(2692)式](3648)

で あ る 。(3647)式 を眺 め よ う。Z

方向(磁 場方向)の 運動エネルギーは自由電子気体の

場合 と同じであるが、xy面(磁 場に垂直な面)の 運動

は(3647)式[(2688)式]が 示す様に量子化 されている。

故に、この運動は角振動数(サ イクロ トロン振動数)

の。一 一θμ・H¢<・)[(2683)式](3649)
規

の 周 回 運 動(サ イ ク ロ トロ ン運 動)で あ る。(3647)式

[(2688)式]が ラ ン ダ ウの エ ネ ル ギー 準位 で あ る。次 に、

(3648)式[(2692)式]を 眺 め よ う。(3648)式 は(3649)式

を用 い て(3647)式 の ラ ン ダ ウ準位 の 式 を 書 き 換 え た式

で あ る。

β ≡μ・←・》[伽][(2693)式](365。)
2御

は電子の軌道運動に由来する磁気モーメン トの量子力

学的単位のボーア磁子(Bohrmagneton)で ある。

次に、ランダウ準位の縮退度gを 考えよう。(2710)

式によるとランダウ準位 の縮退度gは

9;禦 ガ[(27・ ・)式](3651)

である。

(3648)式 と(3651)式 によればランダウ準位の準位間

隔 と縮退度は外部磁場Hの 増加と共に増加す る事が

分かる。実際、ランダウ準位のエネルギー間隔中、

H=0の ゼ ロ レ ベ ル と ノ=0準 位 の 間 は

躍 一禦Hで あり・灘 とノ+1準位 の間は

脚 当 ←・漏 である.図 、はランダウ準位を糊
〃

している。

我々は今や、強磁場下のランダウ準位共中の電子共

を考察す る。新版キッテル固体物理学入門上訳本p274

脚注によれば、強磁揚とは電子が衝突を受ける以前に

ら旋形の軌道を1回 まわることができる揚を意味する。

すなわち、 の。をサイ クロ トロン振動数 とする とき、

の。τ〉>1。 実際問題 としては実験室で得 られる磁場に

対 してこの条件が満たされるためには純粋な試料で低

温であることが必要である。 ド・ハースーファン ・ア

ルフェン効果は室温では観測されない。こうして、我々

は改めて今や実験室磁場下で、ランダウ準位共中の電

子共の低温の極限の考察に従事する。

ランダウ準位 中の電子共は低温の極限では、各 ラン

ダウ準位 ノの持つ縮退度gを も考慮 した上で、最も低

い入居可能な準位か ら順番に占拠 して行 く傾向がある。

(3651)式[(2710)式]に よれば、ランダウ準位の縮退度

gは 、磁場Hの 強度が減少するにつれて、減ずるので、

磁場Hの 強度が減少するにつれて或る準位 ノに収容

できる電子共の数が少なくなる。故に、幾っかの電子
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(a) (b) (c) (d)

図1

共は1つ よ り高位 の準位の ノ+1へ 跳び上がる様に強

い られる。

逆の言い方をしょう。ランダウ準位の(3647)式 又は

(3648)式 の左、を固定 して考えたとき、我々は問題の系

を、一様 な磁場H中 の、全面積L2の 、スピンを持た

ない全電子数2V個 の2次 元電子系 と考える事ができ

る。 この ときの ランダウ準位 のエネル ギーの式は

(3647)式 と(3648)式 より、

踊 端⊂ノ+去〕(3652)

=卵(2ノ+1)(3653)

但 し、ノ=0,1,2,… である。又、の。は(3649)式 、βは

(3650)式 である。絶対0[K]で あるとする。ランダウ準

位の縮退をも考慮 してそれ以下の全てのランダウ準位

共が電子共によって満たされている様なノの最大値 を

ノ㎜ とする。そ して、ノ㎜+1番 目のランダウ準位は余

りの電子共によって部分的に満たされている。ノ咄+1

番 目の準位が系のフェル ミ準位である。こうして、N

個の電子共全てがランダウ準位中のどれかに納まって

いる。(3651)式[(2710)式]に よって、縮退度gは 磁場

の強さHに 比例する。Hが 強いときにはgが 大きい

のでノ㎜ の値は小 さくなる。Hが 弱いときにはgが 小

さいのでノ㎜ の値は大きくなる。今、Hの 強度を弱い

ところからだんだんと強めて行くと、gが 大きくなっ

て来るので或 るHの 強 さで突然ノm朕の値が1だ け減

少する。次に、そこから更にHの 強度を強めて行 くと

更にgが 大きくなるので、更なる或るHの 強さで再び

突然ノ㎜ の値が更に1だ け減少する。等々 となる。

余 りの電子

図2

図2を 参照 しょう。Hを 或る弱い値のところからだ
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んだんと強めて行き、或る磁場の強さで突然ノ㎜、が1

だけ減少する事が起こるとする。この磁場をH飯 とす

る。 こととき部分的に電子共によって占められた準位

はないので、(3651>式 を参照 して

島 一 三一θ響 ・一 が

と置いて、

9、_・(ノ_+1)=N

で あ る。 故 に、

とな り。

響 ・一珊 一+1)-N

凌 一一響 ・e-・1)

(3654)

(3655)

(3656)

(3657)

篇{髪 ゜・G-+1)(3658)

を得 る。2Vは 全 電 子 数 で あ り、

。一亙(3659)
L2

は単位面積 当 りの電子共の数である。(3657)式 又は

(3658)式 を眺めると、我々は磁揚Hの 強度の変化(増

大または減少)と 共に、Hの 或る値Hノ。。でノ㎜、の値

が1だ け変化(減 少または増大)す るので、系の或る

性質が ⊥ について周期的に変化する事が分かる。そ
H

して・その周期は響 蓄 である・

(3655)式 又 は(3656)式 を 眺 め 、 図2も 参 照す る 。 そ

して 、ノ1㎜;0の とき のH㎜ 、を 五1。と書 こ う。こ の と き、

⊥;・ μ・Z2;・ μ・(366。)

翫 納Ho

とな る の で 、

勘
一 功(3661)Ho=

一θμ。L2一 θμ。

で あ る。

も しも 、磁 場HがH>H。 な らば 、 そ の とき 総 て の

電 子 共 が 最 も 低 い ラ ン ダ ウ準位 の ノ=0準 位 に 収 容 さ

れ る。 そ して 、 この 場 合 の 電 子1個 当 りの 基 底 状 態 の

エ ネ ル ギー は(3652)式 又 は(3653)式 で ノ=0と 置 い て 、

輪 ≡峠 軌=班(3662)

で あ る。

次に、もしも、磁場HがH<H。 な らば、そのとき

には、縮退度gが 小さくなるので、Hの 強さによるが、

幾つかの電子共がより高位の、即ちノ>0の 、幾つかの

ランダウ準位共を占拠する事 となる。磁場Hの 強さが

次の様である。即ち、最低位 ノ=0よ り満 たして上方へ

とノ=働,励,2ぬ …,声乃の全部 でノ+1個 のランダウ準

位共が完全に電子共に満たされ、ノ+1番 目のランダウ

準位が部分的にのみ電子共によって占め られている。

そ して、総てのそれ よりも高い準位 ノ+2番 目以上のラ

ンダウ準位が空であるような、その様なHの 強 さであ

るとしたときには、その様なHで ある条件は、

い1)9<π<G+2)9

で あ る。 故 に 、(3651)式 を代 入 して 、

い1ト ー禦 がくN<◇+2レ ー禦 〃

故 に 、(3661)式 を使 っ て 、

い1噛 く÷<い2晴

故 に 、

ノ+1<告 くノ+2

故 に 、最 終 的 に 、我 々 は

11H
o<H< πoノ+2 ノ+1

(3663)

(3664)

(3665)

(3666)

(3667)

を得 る。但 し、こ こ で 、H。 は(3661)式 で あ る。(3667)

式 の 間 隔 中の磁 場Hに 対 して 、系 の 基 底 状 態 の全 エネ

ル ギ ー 瓦副 は 次 の よ うで あ る 。

E_,-9旗+御 一〇+嘘 丑、
'=0

と こ ろ で 、(3651)式 と(3661)式 よ り 、

9一禦 ガー一響 ㎜ 一卸

又 、(3653)式 よ り、

瓦=照(2∫+1)

局.1一 碑 鶴+1)+1}=釧2ノ ・3)

(3668)

(3669)

(3670)

(3671)

で あ る。 これ 等 を(3668)式 へ 代 入 して 、(3668)式 は 、

㌔ 一蚤喀 卿+1)

故 に 、

+{珊+1劇 鋤+3)

d⑫⊥Σ

団

　互
瑞

　β㎡
=

馬

N

(3672)
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+{ββ〔景回 ②・3声

で あ る。 と ころ で 、

£(

故 に 、

ノ

21+1)-2Σ ∫+

FOゴ=OJ=0

=い1)2

£1-2ノ 警')+い1)

E矧 =β離 吻+② ・3瓦

一〇 ・1×2ノ+3)κ}

(3673)

(3674)

(3675)

一β〔釧 ②+3麟+2俵 〕}(3676)

こ こで 、パ ラ メ ー ター

ズコニ　
1ノ。

を導 入 す る。(3676)式 は 次 の様 に な る 。

㍗ 一卿 ⑫+3)一 ◇+1ル+2珂

と こ ろ で 、(3662)式 は他 方

瑞争 躍 一β〔互H
o〕瑞 一卿

(3677)

(3678)

(3679)

と も書 け る の で 、(3679)式[(3662)]式 と(3678)式 か ら、

我 々は 結 局 、結 果 を 次 の様 に ま とめ る 事 が 出来 る。

以前の節(§)35磁 化 と正準集団と大正準集団の磁

化率 中の(2635)式 の説明をもう一度書こう。今、体

積7の 巨視的物体 を考えた とき、z方 向の外部磁場

H(又 はB)が 在るときの、系全体のハ ミル トニアン

H加副 は、その物体の構成原子共に渡っての個々の原

子のハ ミル トニアン編海"の和を取ったものである。故

に、

H、　,、一Σ 乃廓'[(2634)式](3681)

7

で あ る。 そ の 系 の 単位 体積 当 りの 平 均 誘 導 磁 気 モ ー メ

ン ト、 即 ち 、 そ の 物 質 の磁 化M[Wb/m2]=[Wb・m/m3]

M=言C響 〕[(2635)式](3682)

で あ る。

こ こで 、 再 び 、 話 を こ の節(§)の ド ・ハ ー ス ー フ ァ

ン ・ア ル フ ェ ン 効 果 へ 戻 そ う。 単位 体 積 当 りの磁 化

(magnetization)M[Wb/m2]=[Wb・ 田/m3]を 計 算 し ょ

う。 と言 っ て も、 我 々 の今 取 り扱 っ て い る系 は 一 様 な

z方 向 の 磁 場H=磁 中 の 、 全 面 積Z2の 、 ス ピ ン を持

た な い全 電子 数N個 の2次 元 電 子 系 で あ っ た。そ して 、

又(3682)式 中 の ハ ミル トニ ア ンH加 躍,,は系 の 全 エ ネ ル

ギ ーE肋1に 相 当 し て い る 。 故 に 、x>1に 対 し て は

(3679)式 又 は(3680)式 の 上 式 よ り、

故 に 、

㌔ 一廻 一砥 〔互H
o〕N一鋼

吻亙
ガ↓　奮一

　⊥
〃

=M

(3683)

(3684)

で あ る。 今 の 場 合 、 考 察 して い る系 は2次 元 系 で あ る

の で磁 化 の 単位 はM[Wb/m]ニ[Wb・mん2]と な る。 次 に 、

1
<x<1,ノ=¢L乳_に 対 して1ま(368・)式 の 下 式

ノ+2 ノ+1

よ り、

E肋,一 β仔。畷2ノ+3)一 い1)e+2》}

故 に、

一凧剛 伽 麟+21景 〕}

一帥 ノ+3脇G+1ル+2>誓

　響一
こ⊥

〃
=M

(3685)

一弓 ②+3レ2β多い呵 缶〕

一励 診(1+1)い2レ ②+3)}(3686)

で あ る。 再 び 、 考 察 して い る系 は2次 元 系 で あ る の で

磁 化 の 単位 はM[Wb/m]=[Wb・m/m2]と な る。

我 々 は結 局 、磁 化M[Wb/m]=[Wb・m/m2]の 結 果 を 次 の

様 に ま と め る事 が 出 来 る。
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再び、以前の節(§)35磁 化と正準集団と大正準集

団の磁化率 中から、(2586)式 の説明をもう一度書こ

う。Mを 外部磁場Hの 方向に沿 っての誘導磁化 とす

る。即ち、Mを 外部磁場Hの 方 向に沿ってのその系

の単位体積当りの誘導磁気モーメン トの和であるとす

る。このとき、強磁性体も含み、全 く一般的にその系

の磁化率(magneticsusceptibility)鵡 は次式で定義

される。

脇 著[(2586)式](3688)

パ ラ メ ター 。は 燵 互[(3677)式]で あ っ た。故 に 、
Ho

(3687)式 より磁化率 為 はそれぞれ次の様になる事は

明らかである。

o(・>1)

1ど"=(3689)

警 い1ル+2)

〔ノ12<x<ノ11-・ 〕

磁 化 率 ∬郷の 単 位 は3次 元 で は 脇[Wb/(A・m)]=[H/m]

で あ るが 、2次 元 系 の 場 合 は 為[Wb/A]=[H]と な る。

互
n
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勲 範囲酢 謡 〕>1のとき・

縦 軸 の値 は 竺 一1(369。 〉

ノー・で横㈱ 囲が 耗 鍋 〕<1のとき・

縦軸の値を与える式は 巫=4丑_3(36g1)
βo

ノー1で横輔 囲が 去く橿 輩 のとき・

縦 軸 の値 を 与 え る式 は 並 一12丑 一5(3692)
Bo

ノー2で横繊 囲が去く橿 謝 く去 のとき・

縦軸の値を与える式は 巫=24丑 一7(3693)
Bo

ノー3で勲 範囲が耗 鴛 〕<去のとき・

縦軸の値を与える式は 巫 一40丑 一9(3694)
βo

等 々で あ る。

厚f。 β。

図3は(3687)式 を描いたものである。横軸にはパラ

メター 漁 互 一μ・H一互 を取 り、縦軸には磁化
Ho μoHo βo

坐 が取られている.図 はそれぞれ、次の式を表わし

て い る。

図4

次に、図4は(3689)式 を描いたものである。横軸に

はパラメーター 。=互 一 雇 一丑 を取り、縦軸に
Ho μ0」げoBo
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麓聴 ∴ 　 次 禽
横軸囎 が怯 一翻 のとき・

縦 軸 の 値 は κ・=0(3695)

〔謝

ノー・で勲 糊 が耗 鴛 〕<1のとき・

縦 軸 の 値 は 砺 罵2(3696)

〔2β彦170〕

ノー1で横軸糊 が 去く暢 鋸 のとき・

縦 軸 の 値 は ∬・=6(3697)

〔謝

ノ=2で横軸の範囲が去く椅 鋸 のとき・

縦 軸 の 値 は 為 謹12(3698)

〔謝

ノ=3で脚 範嚇 輻 謝 く去のとき・

縦 軸 の 値 は 篇 臨20(3699)

・〔謝

等々である。

次に、結局は図4と 同じ事であるが、(3689)式 を今

度は讃 軸にパラメター ⊥=色 廼H・ 一生 を取 り、
x17μ 厚

　 化率〔婁〕を　 で　 う゚図

5参 照 。 こ の とき(3689)式 の条 件 は

20
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Ho
O12345万

_μb丑080

μ01ノ β

図5

・ 〔1>1〕

脇=[(3689)式 参 照](3700)

警o小2)

〔ノ・1・÷<ノ+乳ノ鵯 ・・〕

となる。図はそれぞれ、次の値を表わしている。

灘 噸 が圭陪 争)<1のとき・

縦 軸 の値 は κ・-0(3701)

〔謝

ノー・で脚 範囲が1・圭傍 一告)<2の とき・
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縦 軸 の値 は κ"=2(3702)

〔謝

ノー1で勲 範囲が2・ 圭傍=争 〕<3の とき・

縦 軸 の値 は 篇=6(3703)

閣

ノ=2で横軸の鯛 が3・圭傍 勢4の と

き 、

縦軸の値は κ脚 =12

〔2β陀Ho〕

(3704)

ノー3で脚 鯛 が4<圭 傍 一争)<5の と

き 、

縦醐 〔κ那=20(3705謝)

等 々 で あ る。

(3687)式 と(3689)式 と(3700)式 は 、 そ して 、 そ れ 等

を描 い た 図3と 図4と 図5は ド ・ハ ー ス ー フ ァ ン ・ア

ル フ ェ ン 効 果(DeHaas-VanAlpheneffect)を 表 わ して

い る。

ド ・ハ ー ス ー フ ァ ン ・ア ル フ ェ ン効 果(DeHaas-Van

Alpheneffect)と は 、 強磁 場 下(実 験 室 で得 られ る磁

揚 で は純 粋 な試 料 で低 温 で あ る事 が 必 要 で あ る。)で 、

磁 場 の 強 度 が 減 少 す る と き 、 低 温 磁 化 率

(1・w-t・mperature艶gn・ticsusceptibility)κ 。力澗

期 的 に変 化 す る現 象 で あ る。(図4、 図5参 照)或 い

は 、 磁 化(magnetization)Mが 磁 場 の強 さの 関数 と し

て 振 動 す る 現 象 で あ る。(図3参 照)こ れ は 、以 前 述 べ

た 様 に、 電子 ス ピ ン を持 た な い 自由 電子 共 の運 動 が 磁

揚 に 垂 直 な 平 面 内 で 図1又 は(3653)式 の様 に 量子 化 さ

れ 、 ラ ン ダ ウ準位 を構 成 す る。 ラ ン ダ ウ準 位 中 の 電 子

共 は 低 温 の極 限 で は 各 ラ ン ダ ウ準位 ノ(ノ=0,L2,…)の 持

つ縮退度gを も考慮 した上で、最 も低い入居可能な準

位から順番に占拠 して行 く傾向がある。(3651)式 が示

す様に、ランダウ準位 の縮退度gは 磁場Hの 強度が減

少するにつれて、減ずるので、磁場Hの 強度が減少す

るにつれて、或 る準位 ノに収容できる電子共の数が少

なくなる。故に、幾つかの電子共はより高位の準位の

ノ+1へ 跳び上がる様に強いられる。そして、このとき、

磁化に不連続的変化が誘起 されるので、 ド・ハースー

ファン ・アルフェン効果なる現象が生ずるのである。

ド・ハースーファン・アルフェン効果は1930年W.J.De

HaasとP滋VanAlphenに よ っ て ビ ス マ ス の 単 結 晶 に

つ い て 初 め て 実 験 的 に 発 見 さ れ た 。 そ し て 、 翌 年 、

W.J,DeHaasandP.M.VanAlphen,LeidenCommu ,212

(1931)で 公 表 さ れ た 。
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