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第3号 

水工学における自由表面解析の進歩

奥村 博司
近世大学農学部国際や源管理学科 
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Ⅰ.序

水工学の分野においては,水路の流れを求める

こと,すなわち,開水路における水位 ･流速の決

定 ･予測が,水利構造物を設計する上での必要不

可欠な事項となっている｡当初,この分野の数値

解析手法では,厳密な流れ解析よりむしろ,水面

形や平均流速の決定に重きがおかれてきたとい

え,そのため,洪水追跡の際の非定常流解析を除

けば.不等流解析による水面形の決定や模型実験

が広 く行われてきた｡このことは,実際の水利構

造物を含む流れが自由表面を伴った3次元の乱流

構造を持ち,一般的な境界条件でのコンピュータ

シミュレーションが容易に行えなかったことにそ

の原因があった｡

したがって,単純な水面形や,突放で保証され

ている規格化された構造物 (堰等)に関する流れ

の範囲では,従来の基準に準拠した解析で十分で

あった｡

しかしながら,最近では,各種ハー ドウェアや

ソフ トウェアの進歩に伴い,頭首工近傍等の局所

流れや前方水位を含む流れの解析時,あるいは流

れの内部構造を調べたい場合や紫観等に配慮した

水利構造物とその周辺の流れを考えたい場合等,

模型実験に斬ることな く,コンピュータシミュ

レーションにより,簡便に設計変更と流況確認が

行える設計システムが可能になりつつある｡

その場合,浅水波方程式を用いる手法,いわゆ

る非定常流解析では限界があり,ナビア ･ストー

クス方程式 (NIS方程式)に基づ く2･3次元解

析を実行しなければならない｡そのため,動的な

境界としての自由表面 (水面)の存在が無視でき

なくなってくる.自由表面位庇を決定しなければ

計罪領域が定まらず,流速等の計罪は不可能にな

るからである｡

本報文においては,数値流体力学における差分

法の一手法であるvOF法 (volumeorFluid)杏

中心に据え,水工学の分野での自由表面解析の進

歩について解説する｡

また,ここでは乱流解析や曲線座標系には掩み

込まず.パーソナルコンピュータの高性能化にと

もなう小規模計罪システムを前提とした実用的な

解析手法を目指し,構造物を含む開水路において,

重力の影智の卓越した流れに関して,水面形,疏

速分布等を求めることを前提としている｡ 

博司 

Ⅱ.差分法によるN-S方程式の定式化の基本 

1.流速と圧力の決定

ここでは基礎方程式 として,以下の非圧縮性2


次元ナビア ･ストークス方程式と連続の式,
 

j旦+_むと +_旦_些ヒ
∂t ∂x ∂y

一一壁ax+レ号 (普 一票 )･FJ (1)
 

一昔8t ･ 豊 ax ･ 普 -

一止とy .レ忘 (普 -一語 ).F, (2)
a

D- ･% 0 (･% - V

を用いる｡U,Vはそれぞれx,y方向の流速成分, 

pは圧九 x Fは重力加速度 Fx10), 'F, y ( - ･は動

粘性係数,rは時間を表す｡

この方程式をFig.1の定義点を用いて時間に関

しては前進差分,空間に関しては風上差分にて展

開すると,各セル毎に以下の式が得られる｡ 

U.････症-霊 乱 .- , (,- iP･･) 4)
 

vL- J一若 鮎 ･P. ()''E : - u) 5


V
り
‥

Ft

●
り

.∫ P
り
.. U∫ 

I 

vL..1
J-
Ax 

Fi. 変数配位g1
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ただし,En ワはそれぞれtn 1,, R = における ()

(2)式の各項の既知の値をまとめたものであり,

各計耳サイクJtの最初に一度だけ計算しておけば/

よい｡この項の展開は標準的であり,文献り!川

を参照されたい.

したがって,U,VのE-n11時の値が計罪領域に

おける圧力場から陽に求められる｡しかし,この 

U,Vの値は連続式 (3)を満足していない｡ (4), 

(5)式で求められるnJ]ステップの値uT"I, tp+I

は近似値である｡

ゆえに,(4),(5)式における圧力場に,初期

条件としては,たとえば,静水圧分布,以後の計

井サイクルでは前サイクルにおけるPの計算値を

与える｡そして,求められた第一回近似流速を用

いて,各セルでの連続条件を満たす穀終流速値を

求めることにする｡

この時,流速と圧力を関連づけた (6)式3)杏

･lqr入することにより,その解決を図る｡ 

P I+I-p'- T.(VV) (6)

すなわち, 

(a)各セルにおけるnステップの既知圧力 と 

diegne lvrec値を使用して圧力の修正値P◆を

諌める｡ 

(b)その新圧力値を用いて新流速値を決定するC 

(C iegne)新流速値により,新たにdvrecを求め,

新圧力をp'として再び (a)に戻るOただし, 

T ,は緩和係数. 

Dの値が一定の値より′｣＼さくなるまでこのサイク

ルを#-り返すことになる｡ただし,本報文におい

ては,サイクルの最初に (4),(5)式でnステッ

プにおける既知値を用いてU,Vの第1近似値を計

算したのちは,(6)式と組み合わせる新流速決定

式としては2)で授奏された (7), (8)式を用いる. 

U::jU信 士∂p -i= ff

v･IIL j･ P･l=VIt±∂若 

(∂P P''- )= ■PI

2.セルの旗付けと境界条件の取り扱い

前節で述べたアルゴリズムは,流体の内部にの

み有効であり,境界を含む部分ではそれぞれ特別 

な付帯条件や計方法を考慮しなければならない

が,(4),(5)式からも明らかなことく,圧力,

流速値は各セル単位で計罪される｡

そこでMAC法ではFagnという操作を通じlgig

て,各セルごとにF,E,a,0,Sという放づげ

を行う｡これらは,内部セル,空セル,固定境界

セル,障書物セル,自由表面セル,にそれぞれ対

応しており,Fセル以外では,それぞれに応じた

境界条件が用意されている.詳細は文献JH")')

を参照されたい｡

また,任意形状境界の取 り扱いに関しては, 

ABMAC法2)において授奏された,直交格子の各

セルにおける流速点,圧力点における値と,セル

に一致しない (移動)任意形状境界の流速,圧力

値 とを関連付ける関係式が必要となる.それが 

(9)式である (丁2は緩和係数)｡ 

pL.p- (p V)㌶ (9)'- ' T2V- ,･

この式の意味は,任意形状境界を含むセル (M

セルとする)においてほ,Fセルでもちいられる

流速 ･圧力緩和式 6 iegne()のdvrecのかわりに,

セル内の移動境界での中点q)流速房 (周辺の格

子点流速より内挿される)と,その中点の移動速

度t7( b条件として与えられる)の差tlの法線方向

成分言 (=o)を封入することにある.結局 ,6P
が所定の値以下になるまで (7),(8),(9)式で,

流速と圧力を決定していくことになる (Fg2｡i.)

水平方向運動のみを考えれば, (9)式は簡略化

JJ＼ V..
一

㌔

一 

JJl I a .U 

- 境界 

Fi.g2 任意形状境界
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されて, 

I)'◆■-PJ-r2(U,-U,)･ん (10)

となる｡すなわち,垂直な境界の移動速度 (h)とL-

する) と移動境界の中点での水平方向計算速度 

(Lb'とする)を一致させる様に流速 と圧力を同

時緩和させる｡ここでは,励 まuIJとu_.. l, Jから

一次内挿し,UH.Jはセル内における連続条件よ

り求めることができる｡

この場合でも,上述のごとく流速の変換には 

(7)(8)式をもちいるため,MセルにおいてもF

セルと同じアルゴリズムで連続的に計算が行える

ことがわかる｡さらに,(9)式で1声Oとすれば, 

(9)式は任意形状の構造物セルの圧力 ･流速に

対応していることが理解されよう｡直交格子系の

解析において,任意境界や可動構造物境界条件と

の橋渡しを受け持つ関係式である｡

以上に述べた定式化は,基本式が保存系表示式

であっても,その本質は代わらない｡ 

Ⅲ.自由表面解析の進歩 

N-S方程式における自由表面を含む流れの数

値解法の発展は,その表面の圧力と位置のより正

確な取り扱い,及び,それら境界の形状処理法の

進歩に負う所が大きい｡それらは主に差分法で改

良されてきた｡本報文では,その系列であるVOF

汰 ( lmeo li法)を取 りあげて,自由&･vou fFud

面の取 り扱い手法について,その基本とさらに進

んだ応用について展望する｡

当初,自由表面の位既決定法を明確に提案した

のは,MAC法 (MarkerandCeHMethod)であ

るS)ll)｡この手法は,計算格子として固定直交座

倭 (円筒座標)を用い,N-S方程式の数値解析法

としては画期的な成功を収めた｡

そこでは,流体をマーカーの集合で表現し,令

マーカーの周囲q)流速の重み平均でマ-カーを移

動 ･追跡することにより,各時間ごとの流体領域

を求めた｡すなわち,マーカーの有無が流体の有

無になり,境が自由表面となった｡残念ながら,

適用範囲の広さにもかかわらず,この手法におけ

る自由表面決定法にはいくぷんのあいまいさが見

受けられ 計弟の進展に伴ない不安定性が増す可

能性を内包していた｡このことは,マーカーによ

博司 

って,自由表面を完全に表現し得ないことによっ

ても理解できる｡

このことの解決法として,自由表面における圧

力と流速をテイラー展開を利用してより高精度に

評価し,自由表面上に配思したマーカーを移動さ

せることにより自由表面形状をラグランジェ的に

決定する手法 (sUMMAC法)8)が提奏された｡

この手法は,浅水域の有限振幅波の解析に用い

られ好結果をもたらした｡しかしながら,この手

法における自由表面形状の決走法は比較的なめら

かな表面変形に適合していると考えられるO自由

表面を線分で表現することにより,理論的には大

きな変形にも対応可能であるが,3次元問題へ拡

張する場合,処理がかなり複雑になるからである｡

次に,水面近傍流速と水位を関連づける自由表面

の形状関数 (ll)式を導入することにより,マー

カーの介在なしに自由表面の決定をおこなう方法

が考案された (o A法))s L 10

普 - - (X ( 水位) 1)V U乎1 舶 (･ 

もちろんその形状関数の定義条件 (水面勾配条

件)を越えての適用はできないのではあるが,秦

件内の現袋に関しては,マーカを用いる手法に比

較して格段の安定性と簡便性を発揮することが確

認されている7)0

ここで整理すると,自由表面流の解析にあたっ

て,MAC法は現象への適用範囲が最も広い手法

であるが,不安定性という欠点をもち,その改良

版であるSUMMAC法は,複雑な処理が必要とな

り,3次元問題等で適用範囲が限られるが.安定

性の高い手法であること,そして,SOLA法は適

用範囲はかなり限定されるが,最も安定した解析

法であることが理解されよう｡

これらの長所 ･欠点を踏まえ,より広い適用範

閲と安定性をもつ解析手法を目指して開発された

手法がvOF法りである｡ 

voF法では,各セルにおいて流体の移動丑を把

塩 し,その流体Ejか ら自由表面を決定する｡:

MAC法の様に点の集合で水面を決めるのでなく, 

soLA法の様に関数近似したりするのt･もない｡

セル内の流体丑をもちいて自由表面を決定する手

法であるC
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Ⅳ.voF法の特性 

voF法の基本は各セルにおける流体のボリュー

ムを関数 F (X,Y,I) (0≦F≦I)で表わし,そ

の流動値を追跡するところにある｡

その結果 ,F- はFLセル ,p 0 MJT1 UL - はE yYセ

ル,その中間は sURFACEセルとなり,それぞれ

流体内部,外部,宅界部を示す｡

この意味で本手法は境界よりもむしろ餅域を黍

祝した解法といえようC

また,自由表面の勾配 とその位置は Fの値 と集

界の法線方向との関連で求めることができ ,F値

により水面形が一束的に決定される｡

さらにその際,その定義より,自由表面は一価

関数である必要はなく (各セル内においては直線

近似),境界面の複雑な変形を伴う現象をもシミ

ュレー トできる｡

一方 ,voF法は差分法であるので N-Sプノ程式を

解 く MAC法系列の基本式とアルゴリズムがその

まま使用され 欄 数q )移流式 (12)式を結介さ

せて自由表面解析を行なうことが可能である｡ 

% ･U % ･V % -o (12)

結局 ,voF法とは, (12)式を計算格子上で解

くことに他ならない｡ (12)式の評価法について

は次項で述べる｡ 

Ⅴ.ドナー ･アクセ プター法による自由表

面解析

オリジナルの VOF法では, ドナー ･アクセプ

ター法を採用し (12)式を評価するoこの手法で

は,セル間の Fの移流を考える時,移流元の ドナー

セルの水面情報だけでな く,移流先のアクセプ

ターセルの情報も使うことが特徴となっている｡

すなわち,一つのセルの右側面が法線方向に右

向きの流速 Uを持つ時,単位時間 6Eに右隣のセル

に移流する Fの皿を ドナー,アクセプター両セル

のタ値である FD,F.から決定する.

他の三面からの流体鼠Fの出入を同様に処理す

れば,一つのセルの流体の総得失丑が計算され

他のセルに拡張すれば全領域における Fの流動が

求められる｡これで (12)式の評価がおこなえる｡

この時 ,6E時間に襲界面を移流するドナーセ

ル領域を V.とすると 

V,=U8t (13)

により,セルの右側面からの Fの単位長さあたり

の移流率 6Fは簡単に求められる (i.)Fg3C

･くU→St

p-I U

仁二『 移流部分 

Fig.3 ドナーと7クセブタ-による流体丑の移

動概念


しかしながら,自由表面を含むセルの移流i TをE

計昇するためには.次の評価式を準備しなければ

ならない｡ 

8F-MIN(F̂DlV,l+CF,FD ∂XD) (14) 

CF MAXl10FDl, I0F)XJ00- (.- A)Vド ( .- D∂ h.) 

(15)

ここで 6XDは ドナ-セルの幅であり F,Dは以下の

基準による｡ 

(1)平均水面と移流面が垂直 .F̂o:FD 

(2)平均水面と移流面が水平 : F.a:F. 

(3) ドナーセルの上下流の一方が空セルである

時 : FAD:FA 

Ⅵ.(14),(15)式とF ADの基準について

ドナーセルにおいてセル内で水面を直線で近似

すると,流体が下側にある場合には,セルの四辺

を水面が横切るバターンは以下の 6つに分頬され
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ば,.4)0

)81(VixFl.-F∂

る (

実際の移流にあたっては平均水面の垂直 ･水平

が問題であり,F D̂の選択により6Fが計丑される｡

この時,水面勾配はセルの対角線勾配 との大小

igF

比較でその垂直 ･水平が決定される｡したがって, である｡この 

C 3ase, 

,2ではC 3ase

てCFの値は無視してもよい｡CFは以下の 

の場合に評価される｡ 

C 1ase

4

,4の場合と違っ

ではi5g.F )は水平水面 , ()は垂直水面 とな

る｡ また,隣 り合う2方向セルが自由表面セルで

ある ()と ()は,水面勾配に応じて.水平か

b

d


a
(

C 4aseの場合,FDはまった く移動せず,c

の場合一部分が移流する｡このことは逆に考えれ

ば,c の場合は ドナーセルの空白部の一部が3ase

3case

垂直と判断され,(

すべて空セルと自由表面セルであって,いずれも 

e)と (∫)は隣 り合うセルが

Fの計算には注意が必要であるo

平均水面が水平時 

6 4ase移流し,C の場合は,空白部全部が移流して

いると考えてよい｡. a4(igF( ))にはF によi5g.

り説明される以下の移流が計算される｡ ゆえに,アクセプターセルから空白部が ドナー

セルに流入していると考えれば,7クセプターセ

F-F∂ D11左l )61( 81ルの空自部 (1-FA)の移流部分は ( )式 と同様

に 

3ase

Fa

平均水面が垂直時はF

別される｡すなわち,C

クセプターセルに流入してしまうことは明らかで

ある｡ によって評価される｡また, ドナーセルの空白部

で表現されるDC の場合,

i6g.

lase

によるが,4通 りに区

VxlF-(1- )̂ lの場合FDはすべてア )91(

)式においてC

られる｡ 

F41( 0であり (後述),次式が得- 分は,(1-Fo) 6Xo

XD∂DF-F∂ )71(

の場合,Foのうち流入できる割合を考えれC 2ase

t乍tQ母a ,
ドナー アクセプター

匂 (12
水面 :下側が流休の場合 

'ec,'(

水iF L=ここ丁∵ 1 秒文辞分-

igF .4 ドナーセルにおける水面形バターン i6g.F 垂直自由表面での Fの移流
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この値が (19)式の値より大きいため ドナーセル

からのFの流入はなく,Case4の場合は逆であるの

で,それらの差がアクセプターセルの流入するF

値になる｡

当然,cFの値はCase1.2では0になるわけであ

り,無視してもよかった理由になっている｡

これらをまとめて,式来示したものが, (14),
 

(15)式に他ならない｡ 

Fig.5,Fig.6では水平水面 と垂直水面で説明し

たが,FiA ()が関係するFg7 ()の場合,求g f i. a

面は凸形状であるが,7 (b),7 (C)で示されて

いる移流丑は全 く同じ方法によって評価される｡

また,凹形状の水面形を特徴とする,Fi. らg4 ()

が関係するFig.7 (d)の場合も同様である｡いず

れも,となりあうセJLの水面情報をFの移流計算/

に用いる｡ 

Ⅶ .voF法の改良とレベルセット法

改良型voF法 (たとえば文献 11))では,F値

の移流丑の計罪時に,各セル内で水平 (垂虚二)の

水面形を仮定しているが,改良型では,実際に近

い水面勾配で移流丑の計算を行う｡Fig.8におい

て,Fa>Fbの場合,隣接するセルを横切る自由

表面の可能水面形は4種頬のみである｡そこで,

その自由表面をY-aXlbで近似し,FaとFbの値を

利用することによってaとbをきめることが可能で 

a)' 速 了 仲' 

あるため,隣接セルの中央での自由表面の勾配が

一意に決定される.この水面形状を利用すること

により,Fig.5により,Fの移流歪をより厳密に評

価できることになる.

また.F値の代わりに密度関数等のスカラ関数

少を導入することによって,より精密な自由表面

解析を行う手法も提案されている｡ (20)式のご

とくスカラ関数を定穀すれば. 

¢(,,,) C 2)
xyIi - (0

C-の場合,自由表面が運動後も自由表面を維持O

するためにはスカラ関数の全微分が0でなければ

ならないことより, (21)式が成 り立つ必要があ

り,この移流方程式を満足するように自由表面が

決定される｡

J血∂･･悪 意 .普 忽 ･号 音 -o 

(21)


このスカラ関数をうまく選べば,いろいろな応用

性が有ると考えられている (文献L 3 )｡レベルV･.)

セット法と呼ばれるこの手法は,自由表面を点や

緑でなくスカラ量として評価すると言う観点から

考えれば,広い意味でVOF法の発展とも考えられ

よう｡

U【
♂
く>
 
UくeE>
 

- 水面 ⊂ ∃ 移流部分 

Fi. なめらかでない自由表面での Fの移流g7
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水面構造を考慮にいれた非常に柔軟な解法であ
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適用における有劣や,その改拳法についてはさら

に検討する必要がある｡

今後,計算機能力のさらなる飛躍に伴い,プリ

プロセッサ ･ポス トプロセッサを含めた3次元の

実用モデルのパーソナルコソビューティソグが可

能になった場合でも,ここで述べられた自由表面
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解析手法がそのまま活用できよう｡なぜなら, 

voF法系のアルゴリズムは3次元への拡張が容易

であるとともに,他の解析手法においても.本報

文での水面解析手法の考え方が応用可能となるか

らである｡必要に応じて,他のモデルと結合させ

れば,より進んだシミュレーションが可能となる｡
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