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研究成果の概要(和 文):ゼ ータ関数の関数等式に同値なすべての等式をフォックスH一関数の

範囲で書き出し、これまでに蓄積 されて来た膨大な等式を同定すると共に、新 しい有用な式を

見出して、数論を含む数学一般、自然科学への応用を目指すことが 目的です。プラナの和公式、

短区間指標和の公式、数論的フー リエ級数の等式をモジュラー関係式 として確立できることを

示 しました。

研究成果の概要(英 文):

The purpose of the present research is to locate all the identities that have been 

assembled in the last 150 years after Riemann, equivalent to the functional equation for 

a wide class of zeta-functions in terms of Fox H-functions and by locating them in terms 

of the Meijer G-functions, to find new identities that are useful not only in mathematics 

but also in other scientific disciplines. In the year 2011, we were able to accomplish 

this task in the following setting: the origin of Plana' s summation formula, the formula 

for short interval character sums and arithmetical Fourier series
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1.研 究開始当初の背景

それまで20世 紀の特殊関数は,ベ ッセル

関数であり,21世 紀は超幾何関数であろうと

いう位の感触 しかありませんでしたが,研 究

開始段階でメ リンバーンズ積分 を多重ガン

マ因子の商の場合に考察することが,当 時進

フー リエ級数,超 幾何級数

行 中の大 統一 理論 を胚 胎す る も とに なった

と思 われ ます.た だ,文 献 中では,最 も有名

なエル デ リーの 「高等特殊 関数」で もH一関数

とい うよ り,メ リンーバー ンズ積分 の名 で呼

ばれてお り,さ らに,最 近 のパ リスーカ ミン

スキ 「漸近 式 とメ リンーバ ー ンズ積分 」 も内



容 は,H一関数 であ りなが ら,そ の名称 は,p.63

に一度 出て くるだけであ り,統 計等への応 用

を除き,余 り注 目され てお りませ んで した.

1978年 頃に行 ないま した研 究で,マ イヤーG一

関数 が出てまい りま したが,恐 らく,あ ま り

役 に立 たないもの と考 えて30年 間放置 して

おい た次第 です.

関数等式 の両辺 がゼー タ関数 の1次 結合で

あるよ うな 「分岐型 関数等式」に同値 なモジ

ュラー 関係式 を求 めた論文 にお いて,30年 間

を超克 して,よ うや くあ る程度形が見 えてま

い りま した.論 文 中ではエ リザルデ等の行 っ

ている,ゼ ー タ正規化の式 を,マ イヤーG一関

数 を用 いて導 出 してお ります.ま た,前 半で

は,1850年 頃アイゼ ンシ ュタイ ンが行 なった

研究 をそ の後100年 後 に再び,オ ーベルヘ ッ

テ ィンガー が行 い,そ れが,エ ルデ リーの書

に載 っているこ とを解 明いた しま した.関 数

等式 を2回 使 うと,も とに戻 りますが,そ れ

を認識 しない と,も とに戻ってい ることが分

か らない とい う典型 的な例 であ ります.有 名

なチ ャ ウラセルバー グ(積 分)公 式 も類似 の

歴史 をもち,150年 前にマルムステ ンが研 究

し,20世 紀初 めに ランダ ウが特殊な場合 を,

最後 にチ ャ ウラセルバー グが50年 後に一般

的 な形 で叙述 しま した.

この段 階で既 に,超 幾何 関数 の範 囲で は,

す べ て を包 括 しきれ ない とい う感 触 が あ り

ま したので,本 科学研究 費補助金 の課題 は,

「フォ ックス関数 とゼー タ関数」 といた しま

した.

2.研 究の目的

本研究では,多 重ガンマ因子の場合に 「関

数等式に同値な等式」をすべて求め,そ の成

果を特殊関数の新展開に応用 し,特 殊関数の

有用性 を通 して数学の実用性 をアピールす

ることです.こ れまでの10年 間の研究によ

り,当 初,超 幾何関数の枠内で納まると考え

てお りま した ものが,そ の枠 をはみ 出す もの

が見つ かった こ とか ら,実 は,「 フォ ックス

H一関数 」の枠 が正 しい もの と予想 でき,そ の

intrinsicな 性質の 中に,ゼ ー タ関数の性質

が反 映 され てお り,し たがって,H一 関数 によ

る等 式を書き出 して しまえば,こ れ まで未知

で あった ゼー タ 関数 の性質 が 自然 に明 らか

にな るとい う道 が開けてまい ります.す なわ

ち,リ ーマ ン以来150年 間に渡 って精力的 に

研究 され てきた様 々な等 式(お よび漸近 式)

が どの(H一 関数の特殊 な場合で あるマイヤー

G一関数等 に よる)具 体例 に当た るかを同定 し

て行 けば,労 せず して未知の有用 な等式 を見

出す ことができ,最 終 的には,ゼ ー タ関数の

海 のチ ャー トを作成 す る こ とが可能 とな る

ことが期待 され ます.そ れ らは当然,特 殊 関

数論 の新 等式 にな り,特 殊 関数 の有用性 を通

して実用性 が期待 され ます.

3.研 究の方 法

数学研 究に際 し,他 分野 の実験 に当た るもの

が,直 接参加型 の(集 中)セ ミナーで あ りま

す.こ れ までの経験 で,セ ミナー にお けるデ

ィスカ ッシ ョンのほんの些細 な コメン トか

ら重 大な ヒン トを得 た ことが数 限 りな くご

ざいます.聞 いた ときには,何 の関係 もな く

思えた ものが,次 第 に発酵 して,大 きなアイ

デ アの基 になった と考えます.平 成17年 一

19年 の科研費補助金 にお きま して も,初 年度

に,数 人 の世界の トップ研究者 に集 まって頂

き,集 中的 にデ ィスカ ッシ ョンを行 なえま し

た ことがそれ 以降の研 究の進展 に陰に陽に

非 常に効果 的であ りま した.

4.研 究成果

研 究成果 概要 に詳 し く述 べ ま した通 り,

目指 してお りま した,モ ジ ュラー 関係 式

の具体例 が数 多 く得 られ ま した.

ガンマ因子を分母 として他方 に移 した形



のものに,プ ロセスガ ンマ因子 をか けて加 工

す るタイ プのものです.右 辺のガ ンマ因子は

かな り複雑 なもの とな ります か ら,そ のプ ロ

ム ウィ ッチ積 分 を具 体 的 に既 知 の特殊 関数

で表 示 す る こ と 自体 が挑 戦 的 な問題 に な り

ます.と くに,コ シ ュ リャコー フ,セ ーガル

等 の研究 に現れ てお りま して,平 成18年 頃

の研 究代表者 の論 文 で取 り扱 ってお ります.

プ ロム ウィ ッチ積 分 がガ ンマ 因子 の極 を

分離 していない場合.積 分路 を移動 して,途

中の極 にお ける留数 の計算等.

加 工 した後 の特殊 関数級数 にお いて,当 該

の特殊 関数 の第1項 による近似 と して得 られ

るタイ プ.多 くの文献で は,そ れ を誤 差項の

評価 としてお こなってい るため,見 通 しが よ

くない.と くに近似 関数 等式の扱 いは この タ

イ プに属 します.

関数 等式 を何度 も用 い るタイ プの もの一2

回使 えば元 に戻 るはず です が,大 体 において

別物 になってお ります.

共 同 研 究 者 塚 田春 雄 氏 との10年 余 に

渡 る 共 同 研 究 に お い て 進 展 し て ま い り

ま した,「 ゼ ー タ 関 数 論 三 部 作]の 第1

巻 「Modularrelationsupremacy」 を

2012年 中 に ワー ル ドサ イ エ ンテ ィ フ ィ

ック 社 よ り出版 致 しま す 。
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