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研究成果の概要：向き付け不可能な４次元微分可能閉多様体から安定平行化可能な４次元多様

体へのジェネリック写像のカスプ特異点を消去するための一次障害類はトム多項式であり、二

次障害類は、４次のシュティーフェル・ホイットニー類であることを発見した。定義域が向き

付け可能な場合は、カスプ特異点と臍点のトム多項式（２次シュティーフェル・ホイットニー

類と１次ポントリャーギン類）が唯一の障害類である。 
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研究分野：数学 
科研費の分科・細目：幾何学・微分トポロジー 
キーワード：可微分写像、特異点、多様体、特性類、トム多項式 
 
１．研究開始当初の背景 
可微分写像の特異点論は、Whitney, Thom に
よる１９５０年代の研究に始まる。彼らは、
「モース理論」の拡張として、モース関数の
場合が値域の次元が１次元であるのに対し
て、値域が２次元、つまり２次元ユークリッ
ド空間の可微分写像に現れる特異点を考察
し、折り目特異点とカスプ特異点がジェネリ
ックに現れることを突き止めた。Thom は、さ
らに、写像が適当なジェット横断性の条件を
満たすときに、特異点のトム多項式の概念を
定義し、実際にそれが特性類の多項式で書け
ることを示した。トム多項式は、特異点を消
去するための障害類を与えるが、１９８０年

代になって、安藤良文（山口大）がジェット
切断を拡張するための第一次障害類がトム
多項式であるという解釈を与えた。その観点
からは当然二次障害類があってしかるべき
であるが、それにはジェット・バンドルのフ
ァイバーのホモトピー型の決定というホモ
トピー論として難問があるため、二次以上の
障害類については何も論ぜられることはな
かった。一方で、１９７０年頃、ロシアのエ
リアシュベルグが折り目写像（特異点として
は折り目特異点のみをもつ可微分写像）の存
在問題をホモトピー原理により解決した。こ
の解は、ホモトピー群の任意の元が折り目写
像をいつでも含むかという、マザーの問題の



対する完全な解答を含んでいた。さらに、２
１世紀に入って、安藤によりエリアシュベル
グのホモトピー原理が２次のジェットのレ
ベルでのホモトピー原理に精密化された。ま
た、私が提出した問題「向き付け可能な４次
元閉多様体から３次元ユークリッド空間へ
の折り目写像の存在のための必要十分条件
を与えよ」に対して、２００３年、２００４
年に佐伯修、Sadykov により独立に異なる手
法で解決された。この解は同時に（４，３）
次元対ではカスプ特異点を消去するための
二次障害類が存在することも明らかにした。 
 
２．研究の目的 
多様体の間の可微分写像の特異点の大域的 
研究は、関数の場合の「モース理論」の拡張 
に該当する研究で、関数の場合に比べて写像 
の特異点の研究は難しいが、成果が得られれ
ばそれは意義深い。そこで、特異点を消去 
するための障害類を決定するのが目的であ
る。微分可能写像の特異点論を通して、多様
体の構造を調べる。特に、定義域多様体の次
元が大きいかまたは等しいときの良い写像
の存在または障害の研究を行う。この場合、
写像が沈め込みでない限り、一般に避けがた
い特異点が生じる。写像が沈め込みならば、
大抵はファイバー束と見なせるがそのとき
でさえ、ファイバー束の構造群が大きな群の
ときには、ファイバー束の分類は難しい問題
である。我々の目的は、沈め込みとはならな
い場合、すなわち写像に特異点が生じる場合
に、特異ファイバー構造をもつ多様体の構造
を微分位相幾何学の観点から分類しようと
することにある。特異点の近傍では、陰関数
定理が成り立たないため、特異点の考察は局
所的にも極めて難しい。そこで、現れる特異
点型を折り目に限定して、特異ファイバー束
の構造を調べることが我々の主要問題であ
る。これは、１９５０年代６０年代に盛んで
あった「多様体の埋め込み・はめ込み問題」
と方法論的には共通した問題意識に基づい
ている。値域の次元が平面の場合には、
Thom-Levine-Eliashberg の定理により完全
に解決している。さらに値域の次元が３次元
の場合は、Sadykov により定義域多様体が向
き付け可能かつ次元が偶数で８次元以上な
らば存在する。本研究課題では未解決の次元
対（６，３）や値域が４次元の場合の折り目
写像の存在問題に取り組む。 
 
３．研究の方法 
内在的微分を用いて定義されるであろう二
次トム多項式の概念の定式化 
と向き付け不可能なカテゴリにおける４次
元多様体論との関連を調べることがその方
法論となる。ジェット・バンドルと内在的微
分を使って定義されるある部分バンドルの

ファイバーのホモトピー型の計算が重要で
ある。部分バンドル上のジェット拡大の一次
障害類はトム多項式である。そこで、トム多
項式が消えている場合に、二次障害類を計算
スルのことが目標となる。このような結果が
存在する例は、（４，３）または（４，６）
次元対でしか見つかっていない。どちらも定
義域多様体が向き付け可能な場合に限定さ
れている。（４，６）次元対の場合は、
Smale-Hirsch によるはめこみ写像のホモト
ピー原理による。Szucs は２００４年に出版
された論文の中で、こうした障害類がポスト
ニコフ不変量として解釈できることを示し
た。一方で、（４，４）次元対では無機づけ
られた４次元閉多様体の整係数二次コホモ
ロジー群上で定義される交点形式の代数構
造がその障害を与えていることが分かる。こ
のときに、４次元多様体の向きの入れ方は本
質的で、例えば、複素射影平面とその向きを
逆にしたものとの連結和の上では、特異点消
去のための障害類は全く消えているが、複素
射影平面の二つの連結和の上ではカスプ特
異点消去のための障害が存在する。したがっ
て、多様体の向き付けあるいは向き付け不可
能であることは問題を考察する上でのデリ
ケートな条件付けとなっている。 
 
４．研究成果 
滑らかな多様体の間の無限階微分可能写
像の特異点集合と定義域多様体の位相構
造や微分構造の間には密接な関連があ
る。本研究では、６０年代、７０年代に
確立されたトム、レビン、エリアシュ
ベルグのカスプ特異点解消定理の拡張版
を考察した。彼らの結果は値域が２次元
ユークリッド空間の場合の考察である
が、本研究では値域が３次元および４次
元ユークリッド空間の場合の写像の特異
点解消と定義域多様体の特徴付け定理を
得るのが目的である。最近の３次元ポア
ンカレ予想の解決から、４次元ホモトピ
ー球面から３次元ユークリッド空間への
定値折り目写像が存在すれば、そのホモ
トピー球面は４次元球面に微分同相であ
ることが従う。さらに、特異点集合は２
次元球面に微分同相であるが、その埋め
込みが滑らかに自明であることが分か
る。定義域が４次元閉多様体のとき、４
次元ユークリッド空間への折り目写像の
存在のための必要十分条件は、向き付け
可能ならば、安定平行化可能であること
であり、向き付け不可能ならば、２次と
４次 Stiefel-Whitney 類が消えることで
あるという特徴付けが得られる。特に、
後者の場合は２次の Stiefel-Whitney 類
はカスプ特異点の Thom 多項式であるが、



４次の Stiefel-Whitney類は Thom多項式
とは直接関連しない障害類であり、Thom
多項式をジ ェ ッ ト 切 断 の 第 一 次 障 害
類の見なす立場からは第二次障害類が
見いだされた例となる。実際、その証明
は Postnikov 分解と障害理論に基づき、
第二次障害類として上記のコホモロジー
類が現れることが計算される。 
（４，５）次元対でも二次障害類が存在する
ことが分かった。向き付け可能な４次元閉多
様体が５次元ユークリッド空間へはめ込み
可能であるための必要十分条件は、４次元多
様体が安定平行化可能であることなのが分
かる。４次元では、安定平行化可能であるこ
とと符号数が消えて、スピンであることは同
値である。このことからただちに、例えばＫ
３曲面はスピンだが符号数は１６で、０でな
いので、はめ込みは存在しない。一方、５次
元へのジャネリックな写像は１次元の特異
点集合となるホイットニー傘特異点が一般
に現れるが、そのトム多項式はいつでも消え
ていることが計算できる。したがって、Ｋ３
曲面からのジェネリック写像には符号数が
消えない（すなわち、ポントリャーギン類が
消えない）ことから、トム多項式は消えてい
るが、特異点は消せない二次障害類がポント
リャーギン類であることが従う。 
値域の次元が３次元の場合の折り目写像が
存在するための必要十分条件を求める問題
がほぼ完全に解決した。定義域が４次元の場
合は、すでに解決しているので、問題は５次
元以上である。５次元以上の奇数次元では、
カスプ特異点のトム多項式が唯一の障害類
であることが分かった。特に、（４ｍ＋３）
次元の場合は、カスプ特異点のトム多項式が
消えているので、いつでも折り目写像が存在
することになる。５次元では、多様体がスピ
ンならばカスプのトム多項式が消えている
ので、いつでも折り目写像が存在することが
従う。一方、６次元以上の偶数次元の場合が
問題は微妙で、向き付け可能な８次元以上な
らば、Sadykov により彼による Chess 予想の
解決の方法論の拡張で、カスプ特異点のトム
多項式が消えていて、折り目写像がいつでも
存在することが示された。筆者は、６次元の
場合を考察して、（向き付け可能性の仮定な
しに）オイラー標数が偶数で、カスプ特異点
のトム多項式が消えているならば、折り目写
像が存在することが証明できた。しかし、例
えば６次元実射影空間から３次元ユークリ
ッド空間への折り目写像が存在するかどう
かはわからない。 
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