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を与えている。元来、双対関係式は多重ゼータ値特有の性質であると考えられ、等

号付き多重ゼータ値には同様の性質は望めないと考えられていた。他方、multiple

zet亀田gebraの構造を解明するためには、類別された多重ゼータ値の和を係数とす

る母関数を考え関係式族を構成するという、Boエweh1,Bτaゆey}Broadhu恩ちOh丑o,

Zagier等の研究を起源とする研究手法がある。特に、weigh急、dep七h、heightを固

定した等号付き多重ゼータ値の和を係数とする母関数溺、一般超幾何関数3乃 の

1での特殊値を用いて表記できることが、Aoki,Kolnbu,0㎞ しoの研究よって明ら

かになっている。

多重ゼータ値における双対関係式を述べる。インデックスkを

k=(・ ・+1・と遥 ・α・+1,と 呂 ジ・・α・+1,と ψ

b1-1δ2-1わ ∂-1

(ただ し α1,b1,…,α,,b。≧1)と 書き表 した とき、それ に対応 す る双対 イ ンデ ッ

クス 駕 を

ど=(b・+1・ と 呂 ・b・一・+1・と轟3・ … ・b・+1,と2

α∂-1α ∂nユ ー1α1-・1

で定 める。 これ らのイ ンデ ックス に対 して、次 の定理 が知 られ てい る。

【多重ゼ ータ値 の双対 関係瑚 イ ンデ ックスkと そ の双対イ ンデ ックスkに 対 し

て、次 が成 り立っ 。

ζ(k)=・ζ(kつ

この ような双対 的な関係 は等 号付き多重ゼー タ値 にお いては存在 しない と思 わ

れ ていた。 しか し2010年 にKa皿eko,0㎞oに よって、等号付 き多重ゼ ータ値 の双

対 的な性質 が初 めて示 唆 され た。

x。(η柳 一1,π,8)一(-1)叶 隅x・(π梅 一1,鵬,8)∈Q[ζ(2),ζ(3),ζ(5),・ ・1・

ここで κo(鳶,η,3>はweig批 が 海、dep馳 が η、heig批 が8を 満 たす等 号付き 多重

ゼー タ値 の和で あ る。 こ の予想 はheightが1、 つ ま り8=1の 場合 はKgneko,

O加Qに よって記 明 され 、母関数 を用いた 別証明 を学位 申請者 のYam脚 過 が与

えた。heigh志 が1の 場合 は具体的 に次の よ うに表 記 され る。

自然数 πL,π≧2に 対 して

ぐ(・,と謡)一(-1)吻(鶏 ・と 箒 り ・Q[ζ(2)・ζ(3)・ζ(5)ジ']

鵬門1π 一1

が成 り立っ。

この主張 はheigh鴬 が1の 等 号付き多重ゼ ータ値 の双対 的な性質 を表 してい る。

heightが1の 多重ゼ ー タ値 の双対関係式 は、

ζ(7L+1・ξと≧二る二2」1)==ζ(77L+1・こL二く二∴三)

伽門1"-1



となり、インデックスの組み合わせが似ているが同じではない。多重ゼータ値間

と等号付き多重ゼータ値間に類似に成り立つ関係式は今口までに多く知られてお

り、それらが互いに同値である場合も多いが、双対関係式については一般に独立

な関係式になっている。

本論文第一部ではKaneko,Ohnoの 予想について母関数を用いた研究を行い、

得られた結果について述べている。多重ゼータ値及び、等号付き多重ゼータ値の

母関数を用いた研究はOh皿o,ZagierやAoki,Kombu,Ohnoら の研究により、一

般超幾何関数ととても強い関係を持つことが明らかになっている。つまり、母関

数を用いた研究は、多重ゼータ値の張るQ一代数の構造解明だけでなく、一般超

幾何関数の特殊値の研究にも非常に有効である。実際、一般超幾何関数の様々な

特殊値の情報が、母関数の研究によって明らかになっている。

課題となるXo(駕 η,8)の母関数

Φさ(¢,Ψ,の=ΣX・(ん,π,・)♂ 噛"陶V閏8・28陶2

瓦π,8

は、Aold,Kombu,Ohnoの 研 究に よ り、次の積分表示 を持つ ことが知 られてい る。

Φδ({む,11,の

イ ← ・(・一・)・一・「(睾 器(毒 ≡≡皐も1)F(一 ・一β+1・の

ぜ(・ ず 「(罐 幣(歪≡講1)F(凧 β一亀β一・+・・嚇

た だ し α、β は ¢+密=α+β 、の㌢一z2=α β を満 た す。 さ ら にF(α,β,7;3)

署 鵠 ・♂はガウスの緻 何関数とす乱
最近 、Liに よってKaneko,O㎞oの 予想 の母 関数 を用 いた証明 が与 え られ た。

1Φδ(姻 一圭Φδ(一綱

一・(・・… 一・… β一… … …πα)溜 溜+講 ・

ただし、α+β=一 ⑦+雪 かつαβ=一 ¢㌢一22と する。

右辺に現れる関数はいずれもリーマンゼータ値を係数とする展開を持つため、

各項の係数はリーマンゼータ値の多項式として表記でき、係数比較によりKaneko,

Ohnoの 主張を得ることになる。証明には一般超幾何関数の接続公式を巧みに用

いているものの強靭な計算力によって乗り越えている場面や微妙な極限操作を行

う場面が含まれ、双対的性質が発現する直接的理由を解明したあるいは現象の解

説的な証明であるとは言い難い。
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