
氏 名

学 位 の 種 類

学 位 記 番 号

学位授与の日付

学位授与の要件

学位論文題 目

鴨
石

協白

博

欝

士(理 学)

理 第67号

平 成24年3月22日

学位規程第5条 第1項 該当

Studyongeometricpropertiesofanalytic

functions

(解 析 関 数 の 幾 何 学 的 性 質 に つ い て の 研 究)

論 文 審査 委 員(主 査)

(副主査)

(副主査)

教 授

教 授

准教授

尾

青

中

口禾

木

村

重

貴

弥

義

史

生

論 文 内 容 の 要 旨

第1章 序論

単位円板U蕾{g:2∈C,国 く1}内 で定義された解析関数

れ

∫(・)一・+Σ ・・ノ

髭=2

の全体を.4と し、Uで η喋 な関数 ∫(のからなる滅の部分族を5で 表す。5の 関数 ∫(のが

Uを 原点に関 して星型である領域 ∫(U)に写像するとき、∫(霧)は原点に関してUで 星型で

あるといわれ、このような関数 ∫(の∈5の 全体は3で 表 される。星型領域に対する幾何

学的な性質から、∫(2)∈5摩であることと、∫(2)∈.4が

R・(げ(z))〉 ・(・ ∈u)

を満たすことが同値であることが分かる。 また、8の 関数 ∫(のがUを 凸型領域 ノ(U)に

写像するとき、ノ(2)はUで 凸型であるといわれ、凸型関数 ノ㈲ ∈5の 全体はκで表され

る。凸型領域に対する幾何学的な性質 によって ∫(g)∈κであることと、∫㈲ ∈.4が

距(・+β1(β))〉 ・ 圃

を満たすことが同値である。しだがって、関数族8お よび κについての解析的定義から、

J.W.A1釦㎜ 曲 ・(1915年)が ∫㈲ ∈κであることと2ノ,(2)∈8で あることが同値である

ことを示 した。

さらに関数族8や κに対す る解析的定義から、M.S、Ro㎞n(1936年)が

2∫'(謬)

ル)

を満たす関数族 べの部分族3(α)、 お よび

く恥
)〉 ・(・ ≦ヨα<・ ・糊

恥(z∫"(謬1十ノ'(
9)))〉 ・(・ ≦ヨα<… ∈u)

を満たす関数族 鴻の部分族 κ(α)を導入 した。 ここで、関数 ∫(2)∈8翔(のは位数 αの星

型関数、関数 ∫(z)∈κ(α)は位数 αの凸型関数であるといわれる。

加 えて、星型 関数 と凸型関数に関す る重要な関係 として、ノ(¢)∈κであるな らば、

∫(・)・8(÷)で あること漁M-(1932年)お よびRSt・ ・hh蜘(・933年)}・ よっ
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て示された。さらにこの関係の一般化 として、ノ㈲ ∈κ(α)であるならば、それぞれの α

に対 して

鼻{嘉デ鷲:1
で与えられる値 β対 して ∫(2)∈8(β)で あることが、T」H」MacGτegor(1975年)に よって

証明された。工EMacGreg〔 買,(1975年)は 、この星型関数と凸型関数に関す る関係を"従

属関係"の 理論における一つの従属関係式を考祭することによって示した。ここで、Uで

定義された解析関数P(z),9㈲ に対してP(堵)雷9@(z))と なるような切(0)竃0,1ω(棚 く1

を満たす解析関数 ω(9)が存在するとき、P(の は9(2)にUで 従属するといい、この従属関

係 は

P(謬)一く々(彦)(彦 ∈U)

によって表される。Sd㎜ 臨 の補題か ら、従属関係P(の く9(勾(9∈ 口)が成 り立つな ら

ば、p(0)雪 α(0)およびp(U)⊂g(U)を 満たす ことが分かる。そして特にg(g)がUで 単葉

であるときは、これらが同値であることが知られている。

単葉関数を考 える上で、最 も有名な定理の1つ にJa6kの 補題がある。 これは、1.S.Ja磁

(1971年)が 提唱し、S£.Mmα,nT.Mocanu(1975年)に よって証明された補題で、Uで

解析的な関数
の

ω(・)一 Σ ・・ノ

h

について、1畷刎 の最大値が1蝋 掬)1となるようなUの 点 為 に対 して

綱 ㈲
:=7π

"㈲

と

恥(為 げ'(掬1十ザ㈲))≧拠

を満たすようなη以上の実数恥が存在することを示した定理である。

本論文では、Ja愈の補題やそれから派生した定理を働 ・、既存の定理の更なる一般化や

従属関係と路めた前述の関数族に関する十分条件を幾何学的性質を用いて考察している。
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第2章 Jackの 補題の応用

第2章 ではJadkの 補題 にっいて1ω(剛 の最大値を1、m≧1と して、鴻の関数 ノ② が

星型関数や凸型関数 に属する為の十分条件を考察 している。

特に、2.1節 では8臨、8(α)等 に属する為の十分条件を絶対値 を使った形で、22節 で

は8、 κ に属する為の十分条件 を実部を使った形で表現 している。また、定理2.2.1は

RSingh,S.Singh(1982年)の 結果をより一般化 したものとなっている。

第3章 Jackの 補題の拡張

マ般的にJa磁 の補題が使われる場合、第2章 で述べたように、ほとんどは1頭2)1の 最

大値を1、m≧1と して扱われるが、第3章 では1ω(釧 の最大値をρ、m≧ ηとすること

により、よ り厳密な評価力呵 能 となっている。

また、3.1節 では1蝋z>1の 叢大値を1に した場合とi脚(釧 の最大値をρにした場合を使

い分けることによ り、1加(の1の最大値をρにした場合に発生する問題を解決 してい る。

更に、3。3節ではBrioレBouquet微 分方程式を例}こして他分野への繋が り花示唆している。

最後に、3.4節 では領域内の2点 間距離を新たに考 えることにより、その2点 を両端 と

した円領域内に含まれている関数 についての考察を してい る。 これは、領域内の点を2点

から3点 、4点 へ と増や してい くことにより、重心への応用力呵 能であ り、今後も研究余

地のある理念である。

第4章 Miller-Mocanuの 補 題 の 応 用

これまでは、Ja磁 の補題 について議論してきたが、この章ではJa心 の補題か ら派生した

MmeレMocanuの 補題を扱 ったアプリケーションを議論 している。ただし、M皿邸一MOG皿u

の補題 と表記される定理は単葉関数 の研究において複数あ り、ここでもそれぞれ違 う定理

が使われている。

41節 ではp(0)=1を 満たす解析関数p(2)が 、μ(Re(μ)〈 η,μ≠0)と λ(0く1λ1≦1)

に対 して

P(,)一 三。プ(のぐ・+λガ(。 ∈u)
μ

を満たすとき、ある複素数 λ1についてp(宕B1+λ 拶 が成 り立っ とい うM皿e卜Moαmu

の補題を使 うことによ り、凶 の関数 ∫(g)が

ル)(爾)㌦ 短(・ ∈u)

を満たす とき、ノ(のが8や8(α)に 属するための十分条件を考察 している。
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