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論 文 内 容 の 要 旨

  Let G denote the classical Catalan constant defined by 

     (-1)-1 G=E 2 and let the so-called generalized integral  1(z)be 
    „=, n 

 1(z)=  flogsint  dt  The evaluation /2(1--r-=—Llog2 , known as the 
                         ,2 

Euler integral, has been known as an example of the 

integral whose primitive function cannot be expressed in 

terms of elementary functions but its value can  be obtained 

by some technique. It is also known that /(1=—f-lg2-1G                       442 

(e.g. cf. Gradshteyn-Ryzhyk). The Euler integral plays an 
essential role in generalizing the Gauss mean value 
theorem, which is a special case of the Cauchy integral 
formula in Ahlfors' book  "Complex analysis." It is 
therefore rather intriguing to try to find a closed form for 

1(z). 

 On the other hand, the Catalan constant has long and 

interesting history in number theory as the second simplest of 

the most complex problem of expression in the opposite parity 

case. Let  L(s,%) denote the Dirichlet L -function defined for 

 6=Res>1 by the absolutely convergent Dirichlet series 

       2"(n)  L(s,z)=L ,, where2,is the 0-extension of the character of the 
           „,, ns 

group of reduced residue classes mod q , called the Dirichlet 

character mod q . Let denote theKronecker character 

associated to the Gaussian field Q(..171)  , which is an odd 

character, i.e.  z,(-1)=-1. Apparently, the Catalan constant is the 

special value of  .L(s,/) at s=2. If  z is a Kronecker character 

associated to a quadratic field, the special value at  s=1 is 
known as the  Dirichlet class number formula and has been



playing a central role in the whole spectrum of number theory, as 

a guiding principle in introducing an intermediate 

L-function and a generalization of the class number formula. It 

is a classical fact that this formula assures the non-vanishing of 

 L(1.2'), which is a basis of the  Dirichlet prime number theorem. 

the character is associated to a real quadratic field, it is 

an even character and  L(1,x) has a complicated expression 

involving the Clausen function. Especially, if  z=z; is the 

character mod  1, which is even, then it is the Riemann 

zeta-function  L(s,4=C(s). The special value problem has 

been classical and famous, e.g. 4-(2)=i1=-1T-2--due to Euler, 
                                           „,n2 6 

too is the solution to the Basler problem. The same problem 

with s an odd integer >1 is extremely difficult and there 

are known only partial results due to Apery and others. 

Therefore, the Catalan constant and its arithmetic nature 

is a primitive case of the most difficult problems in the 

case of opposite party (i.e. the parity of the character and 
the special argument of s). 

 We have made clear that the Catalan constant is intrinsic 

to the Barnes G -function in the sense of the following 

results. It is a curious coincidence that the constant G and 

the Barnes G-function have the same label (the latter is 

the r=2 case of the multiple gamma function  r,.). Our study 

is centered around the Catalan constant as the special 

value of the Dirichlet L-function in terms of the Barnes 

 G- function. 

Theorem 1. Let  S(z)=_C dt. Then it has the expression                          sin in 

                  G(1+1 
(1)                 S(z)-=zlog2gG(1+z)(1+- 4log2   G(1-z) 41-1 

                                        2 which is a consequence of the partial fraction expansion for

the cotangent function, which in turn is equivalent to the 

functional equation of the Riemann zeta-function 

(2) 1s             zt-T(L);(s)=tr r(-)4-0--,), 
    2 2 

where r indicates the Euler gamma function and where the 

Barnes G -function is defined by its Weierstrass product 

representation 

              '(1+z)=tH--1++-1(log2z-1)-(1+y)z. 
                  z+nn 2 

Theorem 2. The expression G=2"(-1)is a consequence of (1) 
                                2 and the Fourier expansion ofthe periodic Bernoulli 

polynomial, which is equivalent to the functional equation 
(2). It is shown that the expression also follows from the 
Ramanujan formula 

   c(n) 1 (3)
z_;(0)_0_0_1+_1(y+1)z,   n=2 +1 z 2 

where y is the Euler constant. 

Corollary 1. We have the expression 

(4)  G=E   (-1)"  (-1)5 
 -1  n k.o2k+1 

independently of (2), i.e. the Catalan constant is intrinsic 

to the Barnes G-function. 

 It is therefore shown by using the functional equation as 

catalysis, that G is a special value of the Barnes 

G -function on one hand, and it is the integral of the 

complete elliptic integral, which corresponds to the famous 

Chowla-Selberg formula to the effect that the special 

values of the gamma function is related to the elliptic 

integral. This will hopefully open a new research field of 

pursuing the special function whose special values are 
related to the special values of L-functions in the opposite 

parity case.  . 
 Other chapters contain results related to the functional 

equation.



論 文 審 査 結 果 の 要 旨

ハ　　

Gを 韻 的 な カ タ ラ ン 定 数 σ・愛 ←i)=zと す る と き,い わ ゆ る オ
㌍葦n

イ ラ ー 積 分 の 一 般 化 を1(Z)・ £1・9・・ntdtと か ・楓 ・(
4〕4・92一 圭Gな

る等 式 が 既 知 で あ る(た と え ば グ ラ ドシ ュ タ イ ン ール イ ジ ュ ク).

ま た,ア ー ル フ ォ ル ス 著 「複 素 関 数 論 」 中,コ ー シ ー 穫 分 公 式

の 特 殊 な 場 合 で あ る ガ ウ ス の 平 均 値 定 理 の 一 般 化 に お い て オ イ

ラ噸 分 の 値 ・㈲=一 号bg2が 本 質 的 で あ る ・・(・)はも ち ろ ん 初 等 関

数 で 表 さ れ な い こ と は よ く 知 ら れ て い る か ら,1(z)を 何 ら か の よ

り 計 算 可 能 な 関 数 に よ る ク ロ ー ズ ド フ ォ ー ム に 表 す こ と は 興 味

深 い 問 題 で あ る.

さ ら に カ タ ラ ン 定 数 は,Q=Res>1で 絶 対 収 束 す る デ ィ リ ク レ 級

数 で 定 義 さ れ る デ ・ リ ク レL・ 関 数L(S.x)・ Σ 鯉 の 特 殊 値
n=1n

G=乙(2,X -a)で あ る.こ こ で 一 般 にxはmodgの 剰 余 群 の 指 標 の0・ 拡

張 で あ り,デ ィ リ ク レ 指 標 と よ ば れ る.為 は 虚2次 体 で あ る ガ

ウ ス の 数 体Q(丙)の ク ロ ネ ッ カ ー 指 標 で あ り,奇 指 標 で あ る.x

が2次 体 の ク ロ ネ ッ カ ー 指 標 の と き,S=1に お け る 特 殊 値 は,デ

ィ リ ク レ の 類 数 等 式 と し て 名 高 い.指 標 が 実2次 体 に 属 す る 偶

指 標 の と き,L(〉>X)は ク ラ ウ ゼ ン 関 数 を 含 む 複 雑 な も の と な る.

xが と く にmodlの 指 標 属(偶 指 標)の と き,乙(S,蕊)=ζ(S)一 リ ー

マ ン ゼ ー タ 関 数 と な り・ た と え ば ・ ζ(・)・書歩 ・誓 は や は り オ イ

ラ ー に よ る が,Sが 奇 数 の と き は 非 常 に 困 難 で あ る 。

し た が っ て,カ タ ラ ン 定 数 は,変 数 と 指 標 の パ リ テ ィ が 反 対

の 非 常 に 困 難 な 場 合 の 内 最 も プ リ ミ テ ィ ヴ な 場 合 で あ る と 考 え

ら れ る.

第2章 に お い て,(}が,奇 し く も バ ー ン ズ のG一 関 数(多 重 ガ

ン マ 関 数r,のrニ2の 場 合)の 特 殊 値 で あ る こ と に 鑑 み て,デ ィ リ

ク レL・ 関 数 の 特 殊 値 と し て の カ タ ラ ン 定 数 の 研 究 を メ イ ン に 行

い,以 下 の 結 果 を 得 て い る.

定 理 ・はS(・)・∬轟 ωG一 関 数1・ よ るT

(1)一 ・鴫 ≡;畷;≡ミ1

を,関 数 等 式 に 同 値 な コ タ ン ジ ェ ン ト関 数 の 部 分 分 数 展 開 か ら

導 出 す る も の で あ る.

定 理 ・は ・G2S2な る 表 示 を(・)と 関 数 等 式 に 同 値 な 周 期 的 ベ

ル ヌ ー イ 多 項 式 の フ ー リ エ 展 開 か ら 導 出 す る も の で あ る.さ ら

に.ラ マ ヌ ジ ャ ン の 公 式

(・)灘 ♂一ζ個 ・
Z(・)一 姻}・ 去(y+1)・

か ら の 帰 結 で も あ る こ と を 示 し て い る.こ こ で,Yは オ イ ラ ー 定

数 で あ る.定 理1,定 理2を 合 せ る と,G・ 関 数 の 定 義 式 か ら

系1の

だ　ロ な

　-ink-02k+1

な る 表 示 が,関 数 等 式 に 独 立 に 導 か れ,カ タ ラ ン 定 数 がG・ 関 数

に 固 有 の も の で あ る こ と が 分 る.

本 論 文 は,特 殊 関 数 を 巧 妙 に 使 用 す る こ と に よ り,数 論 的 デ

ィ リ ク レ 級 数 の 特 殊 値 の 数 論 的 性 質 を 調 べ る 興 味 深 い 問 題 に,

関 数 等 式 を 触 媒 と し て,特 殊 値 に 固 有 の 特 殊 関 数 を 見 出 し た 顕

著 な 業 績 で あ る.カ タ ラ ン 定 数 は,完 全 楕 円 積 分 と も 関 連 し て

い る た め,(3)式 は,楕 円 積 分 と バ ー ン ズG一 関 数 の 間 の 関 係 を 表

す も の と 考 え ら れ る.パ リ テ ィ が 逆 の 場 合 に 予 想 さ れ て い た,

フ ァ ン シ ー な 別 種 の 特 殊 関 数 を 見 出 し た こ と に よ り,数 論 研 究

に 新 し い 局 面 を 開 い た も の で あ り,学 位 論 文 に ふ さ わ し い と 判

定 す る.


