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秋山・谷川三角形の母関数
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概要

秋山・谷川三角形とは,調和数列のある種の階差数列を反復計算することで,ベルヌーイ数を効率的
に計算するアルゴリズムである. 著者らによる最近の研究 [1]によって,秋山・谷川三角形の 2変数
母関数が１階の線形偏微分方程式を満たし,初等関数を用いて表示できることが明らかとなった. こ
の解説では [1]において得られた結果の一部を報告し,証明の概略と具体例について解説する.
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1 秋山・谷川三角形
ベルヌーイ数 {Bn}は指数型母関数
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で定義される有理数の列である. 具体的な値が表 1に
ある. 三角関数 tan x, cot x, csc xをテイラー展開した
際の係数,及び有名な「べき和公式」に現れる有理数
として知られている. またリーマンゼータ関数

ζ(s) =
∞

∑
n=1

1
ns , Re s > 0

の正の偶数点,及び負の整数点における値の明示公式
に現れ,整数論においても重要な値である.
秋山・谷川三角形とは, 調和数列 {1, 1

2 , 1
3 , . . .}のあ

る種の階差数列を反復計算することで,各階差数列の
初項としてベルヌーイ数を得るアルゴリズムである：

定理 1 ([4] cf. [5]) 初期数列 a0,m = 1
m+1 (m ≥ 0)に対

し, 2重数列 an,m (n, m ≥ 0)を漸化式

an+1,m = (m + 1)(an,m − an,m+1), (n, m ≥ 0) (1)

表 1: ベルヌーイ数

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Bm 1 1
2

1
6 0 −1

30 0 1
42 0 −1

30

m 9 10 11 12 13 14 15 16 · · ·
Bm 0 5

66 0 −691
2730 0 7

6 0 −3617
510 · · ·

で定める. このとき an,0 = Bn (n ≥ 0)が成立する1 .

値 an,m を n行 m列に配置した図 ( 図 1) を考えると,
対角線上にベルヌーイ数が整列する. このアルゴリズ
ムを秋山・谷川三角形と呼ぶ.

図 1: 秋山・谷川三角形
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定理 1 の証明を簡単に述べると, 任意の初期数列
a0,m (m ≥ 0) を漸化式 (1) を用いて計算すると, 第
2種スターリング数 {n

m}を用いることで

an,0 =
n

∑
m=0

(−1)mm!
{

n + 1
m + 1

}
a0,m

と表される. 他方,ベルヌーイ数の第 2種スターリング
数を用いた表示

Bn =
n

∑
m=0

(−1)mm!
m + 1

{
n + 1
m + 1

}

を示すことができ,両者を比べることで定理を得る.
1秋山・谷川 [4] では, 初期数列を調和級数の交代級数で与え,

漸化式 (1) の差の部分を和に置き換えた形にしているが, ここで
は,金子 [5]による定式化の形で述べた.

［解説：Review］
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2 母関数
前節のベルヌーイ数では B1 = 1

2 であるが, 実はベ
ルヌーイ数には “B1 = − 1

2 ”となる別の流儀がある. そ
れを Cnと表せば,指数型母関数は

y
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となる. C1 = − 1
2 であり, n ̸= 1であれば一般に Bn =

Cnが成立する.
ベルヌーイ数 Cnを対角線上に整列させるアルゴリ

ズムを構成するには,定理 1の初期数列はそのままで,
漸化式 (1)の差の順序を逆にした漸化式

an+1,m = (m + 1)(an,m+1 − an,m), (n, m ≥ 0) (3)

を考えればよいことが知られている. 最近の川﨑 [2],
川﨑・大野 [3]の結果によると,漸化式 (3)の方が,種々
のベルヌーイ数の拡張に即したアルゴリズムを与える
ことが明らかになっている.
我々の研究 [1] では, これらのアルゴリズムで得ら
れる 2重数列 an,mに付随する 2変数母関数

F(x, y) =
∞

∑
n,m=0

an,m xm yn

n!

を導入し,これを具体的に求めることでアルゴリズム
の構造を解明している. この母関数は変数 xに関して
は通常型, yに関しては指数型母関数になっている.

定理 2 ([1]) 与えられた初期数列 a0,m = 1
m+1 (m ≥ 0)

に対し, 2重数列 an,m (n, m ≥ 0)を漸化式 (3)で与え
るとき, 2変数母関数は

F(x, y) =
y − ln(1 − x)
ey − (1 − x)

(4)

で与えられる.

証明の方法を簡単に述べると, 漸化式 (3) は母関数
F(x, y)の１階の線形偏微分方程式

(1 − x)Fx − Fy = F

に帰着させることができる. これはラグランジュ型の
微分方程式であり補助方程式

dx
1 − x

=
dy
−1

=
dF
F

を解くことで,一般解を求めることができる. 初期数列
が微分方程式の初期条件を与えるので,それに合致す
る解を探すと母関数 F(x, y)が計算される.

式 (4)で y = 0, x = 0とするとそれぞれ三角形の 0
行目と 0列目 (=対角線)の母関数を得る：

F(x, 0) =
− ln(1 − x)

x
F(0, y) =

y
ey − 1

F(0, y)と式 (2)の一致から, 対角線上にベルヌーイ数
が整列する事実の簡素な別証明を定理 2が与える.
漸化式 (1)で与えられる 2重数列の母関数の場合は,

(4)の yを −yに変えただけの違いが現れる. 文献 [1]
では,漸化式 (3), (1)の他にも様々な漸化式で与えられ
る 2重数列の母関数を考察し,それに付随する 2変数
母関数の一般的計算手法を与えている.

3 初期数列を変更した場合
文献 [1]では,初期数列を様々な数列に取り替えた場

合に現れる数列についても考察している. ここでは漸
化式 (3)はそのままで,初期数列を変更した場合に生成
される数列の具体例を挙げる.

例 1 初期数列を 2項係数 a0,m = (m+k
m ) (m ≥ 0, k :

実数)とし, 2重数列 an,m (n, m ≥ 0)を漸化式 (3)で与
えるとき,母関数は

F(x, y) =
eky

(1 − x)k+1

であり, an,0 = knとなる. 図 2,図 3を参照.

図 2: k = 2の場合
1 3 6 10 15 21 · · ·

2 6 12 20 30 · · ·

4 12 24 40 · · ·

8 24 48

16 48

32
. . .

図 3: k = 3の場合
1 4 10 20 35 56 · · ·

3 12 30 60 105 · · ·

9 36 90 180 · · ·

27 108 270

81 324

243
. . .
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例 2 初期数列を a0,m = fm ただし { fm} (m ≥ 0)は

fm+2 = fm+1 + fm, f0 = 1, f1 = 1

で定まるフィボナッチ数とする. 2重数列 an,m (n, m ≥
0)を漸化式 (3)で与えるとき,母関数は

F(x, y) =
ey

3ey(1 − x)− e2y − (1 − x)2

であり, an,0は

∑
n≥0

an,0
yn

n!
=

ey

3ey − e2y − 1

=
1

3 − (ey + e−y)
(5)

を満たす. an,0の値の表は以下のようになる.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

an,0 1 0 2 0 26 0 842 0 50906 0 4946282

式 (5)の右辺は yに関して偶関数であるため nが奇
数ならば an,0 = 0である. 図 4を参照.

図 4: フィボナッチ数の場合

1 1 2 3 5 8 · · ·
0 2 3 8 15 · · ·

2 2 15 28 · · ·
0 26 39

26 26

0
. . .

例 3 初期数列を a0,m = (m + 1)k (m ≥ 0, k : 自然数)

とし, 2重数列 an,m (n, m ≥ 0)を漸化式 (3)で与える
とき,母関数は

F(x, y) =
k

∑
l=1

{
k
l

}
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)l−1 ey
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であり,

an,0 =
k

∑
l=1

(−1)l+kl!
{
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}
ln

となる. 図 5を参照.

図 5: k = 2の場合
1 4 9 16 25 36 · · ·

3 10 21 36 55 · · ·

7 22 45 76 · · ·

15 46 93

31 94

63
. . .

2重数列の母関数表示を得る一般的方法がわかった
ことで,様々な初期数列に対してどのような数列が対
角線上に現れるのかを,系統的に求められるようになっ
た. また, 漸化式を変更した際も同様な手法が適用で
き,漸化式の変形が与える 2重数列への影響を母関数
を通して容易に観察することができる. そのためベル
ヌーイ数の構造のみならず,ベルヌーイ数の種々の拡
張へも応用が期待できる.
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