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研究成果の概要（和文）：最近，パンルヴェ方程式の高階化の研究が微分と差分の両面から活発に行われている
が，方程式がどれだけ存在するのかという分類問題や，どの超幾何函数がどのパンルヴェ方程式の特殊解として
現れるかという問題については，まだ明らかにされていないことが多い．本研究では，クラスター代数の理論を
利用して，ある可約な拡大アフィン・ワイル群の双有理表現を定式化することに成功した．この群の平行移動変
換からは，既存の高階q-差分パンルヴェ方程式のうちq-超幾何函数を特殊解として含むものが導かれる．

研究成果の概要（英文）：Recently higher order generalizations of the Painleve equations are proposed
 both on continuous side and on discrete side. However we haven't clarified yet a classification of 
equations or a relationship with hypergeometric functions. In this work we have formulated 
birational representations of a reducible extended affine Weyl group with the aid of cluster 
mutations. Translations of this group provide the known higher order q-Painleve equations containing
 the q-hypergeometric functions as particular solutions.

研究分野： 可積分系

キーワード： パンルヴェ方程式　離散可積分系　リー代数　クラスター代数　ワイル群　超幾何函数

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
高階パンルヴェ方程式の分類問題は，2階の場合と比べて初期値空間の代数幾何が難しくなることもあって，未
だ有効な手段が発見されていない．微分の場合にはKatz，原岡，大島らによって確立された分類理論が存在する
が，差分の場合については未だ想像もつかない．本研究の結果は，この問題を解決するための一つのきっかけと
なるかもしれない．また，クラスター代数との関連が明らかにされたことで，正準量子化や共形場理論の方面へ
の更なる発展も期待出来る．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
パンルヴェ方程式は，20世紀初めに Painlevé-Gambier によって提唱された，2階の有理的な

常微分方程式で動く特異点は極のみである（パンルヴェ性を持つ）ものの総称である．その後，
1970 年代の Wu-McCoy-Tracy-Barouch によるイジング模型の相関関数の研究を端緒として，パ
ンルヴェ方程式がソリトン方程式に代表される無限次元可積分系に由来することが明らかにさ
れた．一方で，パンルヴェ方程式はアフィン・ワイル群の対称性を持つ事が岡本によって示さ
れており，パンルヴェ方程式の持つ数理構造にリー理論が深く関わっている事が明確になった．
そしてそれを手掛かりに，Adler，野海・山田，笹野，津田，及び研究代表者などによって，様々
な高階パンルヴェ方程式が発見された． 
高階パンルヴェ方程式の研究と並行して，大島による超幾何函数のフックス型線形常微分方程

式の視点からの再構築が行われた．Katz によるリジッド局所系の研究を出発点に，大島はカッ
ツ・ムーディー・ワイル群のフックス型方程式への作用を調べることで，リジッドな（局所デ
ータのみで決定する）及び非リジッドな（アクセサリー・パラメーターを含む）フックス型方
程式の代数的変換操作による分類に成功した．非リジッドな場合はモノドロミー保存変形が重
要となり，そこから R.Fuchs のパンルヴェ VI型方程式についての古典的な結果を含むような高
階化が現れるので，これと既知の高階パンルヴェ方程式との関係を明らかにしたいというのは
自然な動機であろう．この問題は 4階，及び 6階の方程式については坂井，及び研究代表者に
より詳しく調べられ，リー理論及びモノドロミー理論と高階パンルヴェ方程式との関係はかな
り明確なものとなった．申請者は更に，4 階以下の全てのリジッド方程式が高階パンルヴェ方
程式の特殊解として現れる事を示した事で，高階パンルヴェ方程式と超幾何函数に対する新し
い統一的な視点を提供した． 
2 階パンルヴェ方程式の差分化，すなわちパンルヴェ性に似た性質（特異点閉じ込め）を持ち

連続極限でパンルヴェ方程式に帰着する差分方程式の発見は，1990 年代に主に q-差分を中心と
して活発に研究が行われ，それらの全ては 2001 年に坂井によって提唱された楕円差分パンルヴ
ェ方程式から退化極限によって得られることが明らかにされた．同様の事は高階パンルヴェ方
程式の場合にも期待され，差分化についての研究が梶原・野海・山田，津田，増田，及び研究
代表者などによって活発に行われていたが，2 階の場合のような統一的な理解は出来ていなか
った．また大島によるフックス型方程式研究の差分化についても，坂井・山口による q-差分化
の研究などが存在したが，既存の q-超幾何函数や Spiridonov らによって提唱された楕円超幾
何函数などとの関連については将来の課題であった． 
 
２．研究の目的 
 
上記の背景を基に，高階パンルヴェ方程式の q-差分化及び楕円差分化をリー理論及びモノドロ
ミー理論を用いて系統的に行う事で，微分・q-差分・楕円差分高階パンルヴェ方程式とその特
殊解としての超幾何函数に対する統一的な理解を目指す．これが本研究の主目的である．具体
的には次の目的を掲げていた． 
① 研究代表者によって提唱されたドリンフェルト・ソコロフ階層（アフィン・リー代数によ

って特徴付けられる無限次元可積分系のあるクラスの総称）の相似簡約に由来する高階パ
ンルヴェ方程式（以降 FST 系と記す）について，その楕円差分化を試みる。また，既に定
式化されている q-差分化についても，その代数的構造について詳しく調べる． 

② モノドロミー保存変形に由来する 6 階パンルヴェ方程式について，特殊解として現れるリ
ジッド方程式も含めて，その q-差分化を試みる． 

 
３．研究の方法 
 
(1) 本研究の開始時点で定式化されていた q-FST 系は，可約であり発展方程式にもなっておら

ず，q-パンルヴェ方程式の高階化としては不十分なものであった．従って，q-FST 系のよ
り適切な表記を与えることは本研究を推進する上で急務であった．q-FST 系は 2 階の場合
に神保・坂井による q-パンルヴェ VI 型方程式と一致するが，両者の間には変数とパラメ
ーターについての非自明な関係式が存在するので．これを拡張することで高階の場合に方
程式を書き換えようと試みた．またそれと並行して，q-FST 系の解に付随するタウ函数と
それらの満たす双線型関係式の導出を試みた．その際には，梶原・野海・山田などによる
先行研究を参考にした．楕円差分化については，2016 年に楕円差分ガルニエ系が
Ormerod-Rains によって提唱されたことで，計画の修正を余儀なくされた．その結果とし
て，下記(3)の研究を進めることになった． 

(2) 自然数の分割(2,2,2)に対応する A 型ドリンフェルト・ソコロフ階層の相似簡約からは，
Simpson の Even4 超幾何微分方程式を特殊解として含む 6 階パンルヴェ方程式が導出され
る．この研究代表者による既存の結果の q-差分化及び高階化を試みた． 

(3) クラスター代数と q-パンルヴェ方程式の関係については，Hone-Inoue などによる先行研究
が幾つか存在していた．2015 年に大久保は，8 個の頂点を持つ箙における変異と置換から
q-パンルヴェ VI型方程式を導出した．この箙の拡張を考えることで，q-FST 系及びそれに



付随するタウ関数の定式化を試みた． 
 
４．研究成果 
 
(1) q-FST 系に関する結果： 
① 可約な非発展方程式であった q-FST 系を既約な発展方程式に書き直した．また，既存の

q-FST 系へのワイル群の作用は足算型の公式であったため，ポワソン構造や量子群などと
の関係が見えにくいものであったが，方程式を書き直したことにより掛算型の公式が併せ
て得られた．  

② q-FST 系の解に付随するタウ函数を A 型ルート格子上において定式化し，それらの満たす
広田・三輪型の双線形関係式を導出した．これにより，Heine の q-超幾何函数によって記
述される q-FST 系の特殊解の Jacobi-Trudi 型行列式表示を得ることが出来た． 

 
(2) ドリンフェルト・ソコロフ階層の相似簡約に関する結果： 
① 3成分KP階層の(n,n,n)-周期簡約に相当するA型ドリンフェルト・ソコロフ階層について，

その相似簡約を2変数6n-4階多項式ハミルトン系として記述するような正準座標系を与え
ることに成功した.また，このハミルトン系の特殊解として Simpson の Even4 超幾何微分方
程式を含むリジッド方程式のあるクラスが現れることが，併せて明らかになった． 

 
(3) クラスター代数に関する結果： 
① Inoue-Lam-Pylyavskyy による先行研究に基づいて，4n+4 個の頂点を持つトーラス上の箙を

不変に保つような変異と置換の合成を系統的に構成した．こうして得られた合成はクラス
ター係数についての双有理変換となるが，それらのなす群が A2n+1+A1+A1型拡大アフィン・ワ
イル群と同型になることが明らかにされた．更に，この群の平行移動変換を具体的に書き
下すことで，既知の 3種類（q-FST 系，坂井による q-ガルニエ系，津田による q-UC 階層の
相似簡約）を含む高階 q-パンルヴェ方程式のあるクラスを導出した．上記の 3種類の方程
式は，線形 q-差分方程式系の差分両立条件として提唱されていたが，今回の結果によりカ
ッツ・ムーディー・ワイル群の平行移動としての解釈も与えられたことになる． 

② ①で得られた結果を拡張して，Amn-1+Am-1+Am-1型拡大アフィン・ワイル群の双有理表現を与え
た．この結果は Kajiwara-Noumi-Yamada による Am-1+An-1型の拡張となっている．mが 3の場
合の平行移動変換の 1 つが，上記(2)①で得られたハミルトン系の q-類似になっているは
ずだが，まだ証明は出来ていない． 

③ q-FST 系の q-超幾何函数による特殊解の条件を，①で得られた結果を用いてクラスター係
数における条件として書き直すことが出来た．この結果を②の結果と合うように拡張出来
れば，様々な q-超幾何函数及びリジッド系の q-類似が箙における変異から系統的に得られ
るであろう． 

④ 上記の研究の副産物として，坂井による 2階 q-パンルヴェ方程式の退化構造が箙の頂点の
合流操作によって得られることが明らかになった. 
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