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概要

巡回セールスマン問題とは，N 都市と各都市の間の距離が与えられたとき，セールスマンがN
都市すべてを 1回づつ訪問し，かつその全距離を最小にする経路を探す問題である．古典的にはす
べての可能性を列挙して，その中で最小距離の経路を求めればよいが，それにはN !程度のステッ
プが必要となる．これはNP困難とよばれるクラスに属する問題で，N が大きくなると実用的では
ない．最近，量子コンピュータを用いて，この問題を解く方法が提案され，注目されている．これ
は断熱的量子コンピューティングと言われる手法であり，実用的な量子コンピュータが存在すれば，
N に関して多項式時間で問題が解けると期待される．実際には古典コンピュータを用いて，シミュ
レーティッド・アニーリングや量子アニーリングとよばれる手法で問題を解くのであるが，本論文
では，教育面に重点を置いて，4都市の問題を表現するシュレーディンガー方程式を直接解き，解
法の原理的デモンストレーションを行う．
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1 はじめに

巡回セールスマン問題は，NP困難なクラスの典
型的な問題である．あるセールスマンがN都市を
巡回する．都市 iと jの間の距離をLijとするとき，

巡回の順序 i1 → i2 → . . . → iN が決まれば，セー
ルスマンが旅行する距離が

L =
N∑
k=1

Likik+1
(1)
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と決まる．ただし，周期的境界条件を課し，iN+1 =

i1とした．すなわち，セールスマンは，最後は出
発した都市 i1に戻ってくる．巡回セールスマン問
題 (Traveling Salesman Problem; 以下 TSPと略記)
とは，順序 i1 → i2 → . . . → iN のうち，Lが最
小となるものを求めるも問題である．都市の数N

が小さいときは，N !通りのすべての順序を書き下
し，それぞれに対してLを求めて，そのうち最小
のものを見つければ問題は解ける．しかしNが大
きくなると，これは実質的に不可能となる．例え
ば，100! ∼ 10157となり，これらをすべて尽くす
ことは不可能である．
本論文では，最近提案された量子コンピュータ
を使った TSPの解法を紹介する．これは，統計力
学模型であるイジング模型を用いて巡回セールス
マン問題を定式化し，このイジング模型の基底状
態を求める問題に帰着させる方法である．現実に
は，古典コンピュータでこのイジング模型の基底
状態を得るため，シミュレーティッド・アニーリン
グや量子アニーリング [1, 2]とよばれる手法が用
いられており，N ∼ 1, 000くらいまでは問題を解
くことができる．しかし，本論文では，教育的な
立場から，N = 4の場合に実際にシュレーディン
ガー方程式を解いて，その原理を説明する．また，
その過程で問題を簡約化する様々なテクニックも
併せて紹介する．
次章では，固有値が経路に対する距離を与える
ハミルトニアンを定義する．3章では，このハミル
トニアンの基底状態を求める方法を解説する．基
底状態は TSPの解を与え，対応する固有値が最短
距離を与える．4章では，N = 4の場合にシュレー
ディンガー方程式を解き，それが TSPの解を与え
ることを実証する．5章では，まとめと展望を行う．

2 ハミルトニアン

演算子

n =

(
1 0

0 0

)
(2)

を定義する．nは固有値 1と 0を持ち，それぞれ
に対応する固有ベクトルは

|0⟩ =

(
1

0

)
, |1⟩ =

(
0

1

)

で与えられる．1

I2を 2次の単位行列として，

nk = I2 ⊗ I2 ⊗ . . .⊗ n⊗ . . .⊗ I2 (3)

とする．ただし nは k番目の位置にある．
さて，N 都市があり，セールスマンがそれを

i1, i2, . . . , iN の順番で巡回して元の都市 i1 に戻っ
てくる．ただし i1, i2, . . . , iN は 1, 2, . . . , N の置換
である．都市 iと jの間の距離をLij(i < j)とする
と，この巡回で旅行した距離は

N∑
k=1

Likik+1
(4)

となる．ここで，この距離を固有値としてもつハ
ミルトニアンを考えよう．それには都市 1 ∼ N を
縦に並べ，それをN回コピーしたものを横に並べ
て正方形をつくる（図 1）．

1固有値 1に対応する固有ベクトルを |0⟩，0に対応する固有ベクトルを |1⟩とするのは不自然に思われるかもしれない
が，通常量子情報ではパウリ行列 σz の固有値 1に対応する固有ベクトルを |0⟩，−1に対応する固有ベクトルを |1⟩とする
ので，その習慣を継承した．
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図 1: N = 4の場合の系の配置．〇は都市を表す．i
は都市の番号で，aは巡回のステップの番号である．
n3,2は第 2ステップにおける 3番目の都市を表す．
線は巡回を表し，図中の線は 1 → 2 → 3 → 4 → 1

という巡回を表す．

ステップ 1からは最初のステップで滞在する都
市を選び，ステップ 2からは 2番目のステップで
滞在する都市を選ぶ．都市を iで，ステップを aで
表すと正方形の各点は座標 (i, a)で表される．そこ
でハミルトニアン

H0 =
∑
i,a

Lijni,anj,a+1 (5)

を考えよう．全系のヒルベルト空間は，C2 の
N2 = 16回のテンソル積で与えられるが，それ
を {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4); (2, 1), . . . ; (3, 1), . . . ;
(4, 1), . . . , (4, 4)}の順番に並べる．ただし最初の数
字は i（都市に関する添字）を，次の数字は a（ス
テップに関する添字）を表す．図 1はN = 4都市
の例であるが，そこで 1 → 2 → 3 → 4 → 1とい
う巡回を行ったとする．滞在した都市のベクトル
を |0⟩，滞在しなかった都市のベクトルを |1⟩とす
ると，この巡回に対応するベクトルは

|ψ⟩ = |0111; 1011; 1101; 1110⟩

となる．これにH0を作用させると

H0|ψ⟩ = (L12 + L23 + L34 + L14)|ψ⟩

となることが容易に確かめられる．したがって |ψ⟩
はH0の固有ベクトルで，対応する固有値は，与
えられた巡回の総距離を表している．これから，
TSPの解を求めることは，H0の最小固有値と基底
状態 (最小固有値に対応する固有ベクトル)求める
ことに帰着するように思われる．しかし，例えば
1 → 1 → 1 → 1 → 1に対応するベクトル

|ψ′⟩ = |01111; 01111; 01111; 01111⟩

に対してはH0|ψ′⟩ = 0となるが，これはTSPの経
路には対応しない．
上の不都合は，制限

• 巡回の中で，各都市を 1回だけ訪問する．

• 巡回の各ステップで，訪問中の都市は 1つだ
けである．

を考慮していなかったために生じる．そこで，こ
れらの制限を破る経路に「ペナルティ」を課すこ
とにする．すなわち，ハミルトニアンに，これら
の制限を破る経路に対する固有値を大きくする項
を加えるのである．それには

H̃0 =
∑
i,a

Lijni,anj,a+1

+γ




N∑
a=1

(
N∑
i=1

ni,a − I

)2

+
N∑
i=1

(
N∑
a=1

ni,a − I

)2

 (6)

として，γ ∈ Rを十分大きくとればよい．ただし I

は 2N
2 次の単位行列．このようにすれば，H̃0は，∑N

i=1 ni,aや
∑N

a=1 ni,a が固有値 1をもつ部分空間
でのみH0と同じ固有値を持ち，その直交補空間
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では γに比例する大きな固有値を持つので，基底
状態を与えることはない．以下，(6)を単にH0と
よぶ．
H0の固有値は一般に 2N重に縮退していること
に注意する．それは経路 i1 → i2 → . . . → iN → i1
と，それを逆に辿る経路 i1 → iN → . . . → i2 → i1
が同じ距離を与えるからである．また，出発点を
どの都市にとるかでN通り考えられるので，合計
2N 重の縮退をすることになる．

3 断熱量子コンピューティング
H0は明らかに対角行列であるが，N が大きい

ときにその対角要素は 2N
2 個あり，その中から最

小値を探すのは容易ではない．そこで，本節では
断熱量子コンピューティング [3, 4, 5, 6]を用いて，
基底状態と最低固有値を求める方法を紹介する．
H0と非可換で，その基底状態が既知であるハミ
ルトニアンをH1とする．ここではH1として

H1 = −B

N∑
i,a=1

σi,a (7)

をとる．ここに

σ =

(
0 1

1 0

)
(8)

で

σi,a = I2 ⊗ . . .⊗ I2 ⊗ σ ⊗ I2 ⊗ . . .⊗ I2 (9)

である．ただし (i, a)番目の I2を σで置き換えて
ある．σの固有値は+1, −1で，対応する固有ベク
トルは

|+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩), |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩)

である．したがって，H1の基底状態が

|Ψ0⟩ = |+⟩⊗N2

(10)

となることは，直ちに分かる．また [H0, H1] ̸= 0

も明らかであろう．
ここで，時間に依存するハミルトニアン

H(t) = H0 + fT (t)H1 (11)

を考える．ただし f(0) = 1で，fT (t)は，時間ス
ケール T で 0に近づく．(例えば fT (t) = e−t/T な
ど．) [H0, H1] ̸= 0のときは，一般にその固有値は
縮退しないことが「準位反発」として知られてい
る [7, 8]．さらに，fT (t)の時間変化のスケール T

が，準位間の最小ギャップ∆の逆数に比べて，充
分ゆっくり変化すれば (すなわち T ≫ 1/∆)，最初
H(0)の k番目の固有状態であった状態は，任意の
時刻 t > 0においてもH(t)の k番目の固有状態に
とどまる，仮定より，H1はH0に比べて十分大き
いので，H(0)の固有ベクトルは |Ψ0⟩とおいても
よい．
これらのことから，H0の基底状態を求めるには

以下のプロトコルを実行すれば良いことが分かる．

1. ハミルトニアンH(0)のもとで，系を |Ψ0⟩に
セットする．

2. fT (t)を充分ゆっくり変化させて，シュレー
ディンガー方程式

i
d|Ψ(t)⟩

dt
= H(t)|Ψ(t)⟩ (12)

に従って，系を時間発展させる．ただし ℏ = 1

とした.

3. T に比べて十分時間がたってから |Ψ(t)⟩を観
測すると，それは十分大きな確率でH0の基
底状態になっている．
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4. 基底状態が分かると，対応する経路が読み取
れ，それから総距離が求められる．

次節では，これをN = 4の場合に具体的に実行
する．

4 4都市のTSP

以下では，今まで述べたことのデモンストレー
ションとして，N = 4の場合を具体的に解く．ま
た，図 2の 4都市とその間の距離を考える．

1

2 3

4

図 2: N = 4の場合の都市と都市間の距離．〇は都
市を表す．都市と都市を結ぶ線の数字は距離を表
す．例えば L13 =

√
10.

直接計算すればわかるように，制限を満たす経
路には図 3の 3通りある．図 3には，対応する総
距離も与えた．我々の目的は，図 3(a)の経路を観
測で求めることである．

1

2 3

4

1

2 3

4

1

2 3

4

(a)

(b)

(c)

図 3: 制限を満たす 3種類の巡回経路．(a)の総距
離が最も小さく，TSPの解になっている．

まず γ = 10とおいてH0の固有値問題を解く．
ここで，以下の点に注意して，ハミルトニアンの次
元を大幅に縮小する．出発点は任意に取ることがで
きるので，n1,1の固有ベクトルを，固有値 1に対応
する |0⟩にとる．すると，2つの制限から，n1,a(a =

2, 3, 4)の固有値は 0，および ni,a(i = 2, 3, 4)の固
有値は 0に限ることができる．
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ステップ a

都
市

 i

1 0 00

0

0

0

1

0

0

0

図 4: n1,a, ni,1の固有値が固定されたハミルトニア
ン．Lijは図に記入されたものだけを考慮すればよ
い．また，〇で表された都市のみが，量子力学的
自由度を持つ．
すなわち，問題をこの部分空間で解くことに帰
着させる．これらの固有値をハミルトニアンに代
入すると図4のLijだけを考慮すればよいことが分
かる．特に固有値を 0と置いたサイトはハミルト
ニアンから落とすことができる．その結果，自由
度としては図 4で 9個の〇のみを考慮すればよく，
ハミルトニアンの行列としての次数は 216 = 65536

から 216 = 512と大幅に削減できる．n1,1は固有値
が 1に固定されているので，外場とみなすことが
できる．

Mathematicaを使って，H0の固有値を求めると，
小さいものから

7.41421, 7.41421, 7.81256, 7.81256, 10.3983,

10.3983, 23.4142, 23.4142, 23.6503, 23.6503,

24., 24., 24.1623, 24.1623 . . .

となる [9]．最初の 2つは図 3(a)に，次の 2つは図
3(b)に，次の 2つは図 3(c)の距離を与えているこ

とが分かる．また最初の 6個の固有値と，そのあ
との固有値の間には大きなギャップがあることに
注意されたい．ギャップの上の固有値は 2つの制限
を満たさない巡回の対応しており，γに比例する
ペナルティが現れている．固有値が 2N 重ではな
く，2重縮退しているのは，出発した都市を 1に固
定したからである．最低固有値 7.41421に属する
固有ベクトルは，経路 1 → 2 → 3 → 4 → 1に対応
する |g1⟩ = |011; 101; 110⟩と 1 → 4 → 3 → 2 → 1

に対応する |g2⟩ = |110; 101; 011⟩である．この固
有空間への射影演算子は

Pg = |g1⟩⟨g1|+ |g2⟩⟨g2| (13)

となる．
さて，断熱量子コンピューティングで，TSPの
解を求めるために, H(0)の基底状態の固有ベクト
ル |Ψ0⟩を初期値として，f(t) = e−t/T , B = 100と
とり，

H(t) = H0 − e−t/T100
∑
i,a

σi,a (14)

のシュレーディンガー方程式

i
d

dt
|Ψ(t)⟩ = H(t)|Ψ(t)⟩, |Ψ(0)⟩ = |Ψ0⟩ (15)

を数値的に解く．本来，初期値はH1の固有ベクト
ル |+⟩⊗9にとるべきであるが，|⟨Ψ0|+⟩⊗9|2 = 0.975

であり，その差はわずかである．さらに，Bの値
を大きくすることによりこの差はより小さくなる．
図 5に，各時刻におけるH(t)の固有値のうち，

小さなものをプロットした．f(t)が有限な間は，縮
退は見られないが，tが大きくなり，f(t)が小さく
なると，H0の 2重縮退が回復することがみられる．
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7.41

7.81

10.4

図 5: 3 ≤ t/T ≤ 5において，H(t)の固有値を下から数個プロットした．H(5)において，下から 3つ
の固有値は図 3の 3つの経路の総距離を与える．

時間に依存するシュレーディンガー方程式の解
は，[0, t]をN 個の微少区間∆tに分け，時刻 tk =

k∆tにおける時間推進演算子 e−iH(k∆t)∆tを順番に
かけて

|Ψ(t)⟩ = e−iH(N∆t)∆te−iH((N−1)∆t)∆t

× . . .× e−iH(∆t)∆t|Ψ0⟩ (16)

と求められる．ただし t = N∆tである．
以下の計算では∆t = 0.001ととる．T = 1のと
き，t = 5T = 5における波動関数 |Ψ(5)⟩を観測し
て，正しい解が得られる確率を求めると

⟨Ψ(5)|Pg|Ψ(5)⟩ = 0.518 (T = 1, t/T = 5) (17)

となる．この確率で |g1⟩または |g2⟩が観測される
のであるが，この 2つのベクトルの違いは巡回の
向きだけであるので，どちらが観測されるかは重

要ではない．確率が 1とならないのは，H(t)の時
間変化が速く，基底状態から励起状態への遷移が
起こったからである．また，t/T = 5では，まだ
H1の影響が残っており，完全に断熱変化をしたと
しても，H(5)の基底状態と，H0の基底状態の重
なりは 0.990である．
一方，T = 5ととると，t = 5T = 25における

波動関数 |Ψ(25)⟩を観測して正しい解が得られる
確率は

⟨Ψ(25)|Pg|Ψ(25)⟩ = 0.776 (T = 5, t/T = 5) (18)

となり，T = 1の場合に比べて改善がみられる．

5 まとめと補足
断熱量子コンピューティングを使った巡回セー

ルスマン問題の解法を，4都市の場合に具体的に
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示した．都市の数が増えてN都市となると，ハミ
ルトニアンの次数は 2N

2 となり，古典コンピュー
タによるシュレーディンガー方程式の数値解法で
は対処できない．しかし，このハミルトニアンを
実装する物理系があれば，∼ N2の距離 Lij を入
力して，H(t)のシュレーディンガー方程式にした
がって系を時間発展させるだけで，解が求められ
る．最近では，D-Waveと呼ばれる量子アニーリン
グ・ハードウェアが作成されており，大きな注目

を集めている [10]．
実際の解法では，ここにあげなかったシミュレー

ティッド・アニーリング法や量子アニーリング法
を用いて，古典コンピュータでもN ∼ 1, 000程度
までの解が求められる [11, 12]．一方，本論文では
その原理を示す立場から，シュレーディンガー方
程式を直接解くことにより，N = 4の場合の解法
を具体的に示した．
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