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研究成果の概要（和文）：研究目標はJ.-P.セールが一変数モジュラー形式の場合に研究したp進モジュラー形式を多変
数モジュラー形式、たとえばジーゲルモジュラー形式やエルミートモジュラー形式の場合に拡張しようとするものであ
った。詳細にのべると、セールの理論で重要な役割を果たしたテータ作用素の概念を、これらのモジュラー形式の場合
に拡張し、その性質を研究した。この期間での特筆すべき成果としては、素数pについてテータ作用素のmod p核の概念
を定義し、今まで知られていた井草のカスプ形式がこの性質をもつことを発見したことが挙げられる。

研究成果の概要（英文）：The aim of this study is to extend Serre’s theory of mod p or p-adic modular 
forms to the case of modular forms of several variables. In the previous study we determined the 
structure of the algebra of mod p modular forms in the case of Siegel modular forms which is a typical 
example of such modular forms. Moreover we determined the structure of such algebra in the case of 
Hermitian modular forms whose based field is the Gaussian field. Based on these results, we extended the 
notion of the theta operator and got some results on mod p kernel of such operator. This is defined as 
the image of the theta operator is congruent zero modulo some prime p. We could get a lot of such 
examples, for example, Igusa’s weight 35 cusp form and theta series for the Leech lattice are mod 23 
kernel of the theta operator. We also clarified the relation between the weight and the congruence prime.

研究分野： 代数学

キーワード： 保型形式
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 研究の目標は J.-P.セールが開始したモジ

ュラー形式の p 進理論を多変数の場合に
拡張していこうというものであった。研
究開始時点では、多変数モジュラー形式
の一種であるヒルベルトモジュラー形式
の場合に幾何学的取り扱いによる拡張
（主に N.カッツによる）があったが、そ
の他の多変数モジュラー形式、例えばジ
ーゲルモジュラー形式、エルミートモジ
ュラー形式への拡張は十分にはなされて
いなかった。 

(2) 正標数の体上のモジュラー形式の理論は
H.P.F.スイナートン=ダイアーが一変数
の場合に確立したが、多変数の場合は手
つかずであった。 

 
２． 研究の目的 
(1) 上記研究の背景でも述べたように、正標

数の体や p 進体上のモジュラー形式の理
論は一変数の場合は十分に研究され、p
進ゼータ関数の構成等に役立った。しか
しながら多変数のモジュラー形式の場合
の p 進理論は十分には研究されたとは言
い難い。この理論を多変数モジュラー形
式の典型的例であるジーゲルモジュラー
形式やエルミートモジュラー形式の場合
に拡張し、その性質を明らかにすること
を目的とした。 

(2) 上記に述べたスイナートン=ダイアーの
mod p のモジュラー形式の algebra の構
造を多変数のモジュラー形式の場合に決
定することを目標とした。 

 
３． 研究の方法 

多変数のモジュラー形式の典型的な例で
あるジーゲルモジュラー形式については
専門家であるドイツ・マンハイム大学 S.
ベッヘラー教授と緊密な研究連絡をとり 
研究を行った。またエルーミートモジュ
ラー形式については、ドイツ・アーヘン
工科大学のA.クリーク教授とその弟子達
が盛んに研究を行っており、ドイツを訪
問し彼らと緊密に研究連絡を行った。 

 
４． 研究成果 

この研究期間において mod p モジュラー
形式の理論、p 進モジュラー形式の理論
の多変数化を試み、いくつかの事実を発
見した。その詳細について以下に述べる。 
(1) p 進モジュラー形式の応用 

（論文リスト(1)） 
それまでの研究において、アイゼンシュ
タイン級数と呼ばれているモジュラー
形式については、その p進化が報告者に
より研究され、ある場合にはジーナステ
ータ級数に一致するという著しい結果
を得ている。それに続くこの研究では、
アイゼンシュタイン級数と対照的なカ
スプ形式の場合に、そのような理論を打

ち立てた。すなわち、カスプ形式の列で
p 進的極限がいわゆるガンマゼロ型のカ
スプ形式になるものを構成することが
可能となった。例としてそれまで「吉田
のカスプ形式」として知られていたレベ
ルが 11、重さが 2のジーゲルカスプ形式
をそのフーリエ係数が計算できる形で
具体的に与えることができた。 
(2) 四元数モジュラー群の場合の p 進ア

イゼンシュタイン級数の構成 
論文 

    (論文リスト(2)) 
報告者は多変数モジュラー形式の典型
的な例であるジーゲルモジュラー形式、
エルミートモジュラー形式の場合にp進
アイゼンシュタイン級数を定義し、その
性質を調べた。p 進アイゼンシュタイン
級数は通常のアイゼンシュタイン級数
の p進極限として定義されるが、ある特
殊な場合レベルpの通常のモジュラー形
式になる現象が確認されている（これも
報告者の研究成果である）。標記の四元
数モジュラー群の場合に同様に通常の
アイゼンシュタイン級数のp進極限をと
ると、特別な場合超越的なフーリエ係数
をもつものが構成できた。これまでに知
られているp進アイゼンシュタイン級数
は全て代数的（有理的）なものばかりで
あり、新しい現象の発見といえる。 
(3) ラマヌジャン型合同について 
 (論文リスト(3)) 
ラマヌジャンは有名なラマヌジャンの
タウ関数とアイゼンシュタイン級数の
フーリエ係数の間に成立する合同式を
証明した。研究の始まりは、この合同式
を多変数、とくにジーゲル、エルミート
モジュラー形式の場合に拡張しようと
いうものであった。この研究のなかでエ
ルミートのカスプ形式である重さのと
ころに非自明なものが存在するという
成果も得られた。 
(4) ベクトル値ジーゲルモジュラー形 
の p進化 
(論文リスト(4)) 
この共同研究を行ったドイツ・マンハイ 
ム大学のベッヘラー教授は、ジーゲルモ 
ジュラー形式の世界的権威であるが、報
告者の p進理論に興味をもち、ベクトル
値ジーゲルモジュラー形式の場合も含
めてp進化理論を進めることを提唱され
た。これはこれまで研究されてきたスカ
ラー値ジーゲルモジュラー形式と比較
し、線形群の表現が関連するため、p 進
化の概念そのものの定義が非常に難し
い。報告者はベッヘラー教授とその端緒
を切り開いた。ベクトル値ジーゲルモジ
ュラー形式の加群構造は様々な研究者
により研究されてきており、その結果と
合わせて新たな mod p 理論も期待され
ている。 



 
 

 
(5)テータ作用素の研究 
(論文リスト(5),(6),(7)) 
この研究において、テータ作用素の mod 
p 核の理論が発展した。テータ作用素の
理論は一変数の場合は、ラマヌジャン作
用素として研究され、セールの p進モジ
ュラー形式の理論においても重要な役
割を果たした。この作用素の p進化の試
みは上記ベッヘラー教授との共同研究
にも現れ、その重要性は以前より指摘さ
れていた。今回の研究の発端は、いわゆ
る井草のカスプ形式とよばれている2次
のジーゲルモジュラー形式のフーリエ
係数の数値計算の際に発見されたある
事実によるものである。一般にジーゲル
モジュラー形式のフーリエ係数はある
行列により番号付けられているが、井草
の重さ 35 のカスプ形式について、その
フーリエ係数を数値計算した際、次の現
象を発見した。それは行列式が素数 23
で割り切れていない行列に対応するフ
ーリエ係数は、その係数そのものが 23
で割り切れているという奇妙な現象で
ある。この現象は、現在の言葉では井草
のカスプ形式はテータ作用素の mod 23
核に含まれると解釈できる。この現象は
最初単なる現象であって、この研究期間
中に証明が与えられた。その手法は「ス
ツルム境界」の概念を用いるもので、簡
単に述べるとあるところ（境界）までの
フーリエ係数が p で割り切れていれば、
全てのフーリエ係数がpで割り切れると
いうことを保証するものである。この強
力な結果と実際の数値計算を組み合わ
せて証明を完成させた。この結果におい
て様々な研究課題が残された。それはど
のような重さのところに、どのような素
数の合同が現れるかという問題である。
すなわち井草のカスプ形式を例にとっ
て述べれば、どうして重さ 35 のところ
に素数 23 の合同が現れるかと言う問題
である。この問題に対して、アイゼンシ
ュタイン級数の場合に解答を与えた（論
文リスト 5）。すなわち一般の次数でテー
タ作用素の mod p 核に含まれるアイゼン
シュタイン級数の条件（p と n が満たす
べき条件）を確定した。 
この研究の中で、テータ作用素の mod p
核に含まれるモジュラー形式が続々と
発見された。井草の重さ 35 のカスプ形
式はテータ作用素の mod 23 核であるこ
とを上に述べたが、そのほかにも 
① 重さ 12 のジーゲルアイゼンシュタ

イン級数 
② ラマヌジャンのデルタからくる重さ

12 のクリンゲン型アイゼンシュタ
イン級数 

③ リーチ格子に対するテータ級数（重
さが 12 のジーゲルモジュラー形式
になる） 

等が全てテータ作用素の mod 23 核に含
まれるモジュラー形式の例を与えてい
る。この重さ 12 と合同素数 23 を加える
と井草のカスプ形式の重さ 35 になるこ
とに着目し、別の対、すなわち重さ 47
のカスプ形式で合同素数 31 なる例も発
見している。上記リーチ格子に対するテ
ータ級数に関する結果は、その後詳細に
調べられた。知られているように、ラン
クが 24 の正定値偶ユニモジュラー格子
はニーマイヤーによって完全に分類さ
れており、24 個のクラスに分かれ、リー
チ格子はその一つとなっている。引き続
いた研究において、この 24 個のクラス
の代表係それぞれについて対応するテ
ータ級数を計算し、どの格子がリーチ格
子と同様の性質を持つかを調べた。結論
はこれら 24 個の代表系のうち 4 個のみ
が同様の性質をもつ、すなわちテータ作
用素の mod 23 核に入ることが確認され
た。この研究は進展中であり、エルミー
トテータ級数と呼ばれるエルミート格
子に対応するテータ級数があり、これに
ついて同様の現象が発見されている。ラ
ンクが 12 の正定値偶ユニモジュラーエ
ルミート格子の分類は、北詰-宗政氏の
研究により分類されており、28 個の類に
分かれることが証明されている。この中
にリーチ格子と同様の性質をもつもの、
（ここでは長さ1のものが存在しないと
言う意味）いわばエルミートリーチ格子
と呼ぶべき格子に対応するテータ級数
（エルミートモジュラー形式になる）の
フーリエ係数の計算に成功している。そ
の結果このテータ級数は、テータ作用素
の mod 11 核に入ることが確認された。
この分野は２次形式論の専門家による
アプローチがあり、上に述べたジーゲル
モジュラー形式の場合は、自己同型群の
位数（リーチ格子の場合は自己同型群の
位数を割る最大素数が 23）による結果の
解釈がなされているが、このエルミート
格子の例は、この解釈の枠内に入らない。 
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