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 This paper considers figures with vertices and edges as components, and discusses how many figures 

there are, with the aim of classifying them. These figures are called graphs. Graphs have been classified 

for many years on the basis of their various attributes. In this context, we encounter the problem of 

counting the number of graphs with the given properties. In graph theory, this problem has been called 

the enumeration problem. This paper considers an enumeration of labeled graphs. Riddell (1951) derived 

a simple, beautiful equation on an enumeration of labeled graphs. This paper shows a broad application 

of this equation.

1序

点と辺を構成要素にする図形を取 り扱い、考

えられる図形が何通 りあるかを考察する。これ

は、図形の分類に通ずる。図形はここではグラ

フと呼ばれる。グラフがもっている種々の属性

に基づき、グラフを分類することが長年行われ

てきている。この中で、与えられた性質をもつ

グラフはい くつあるかという問題がある。個数

を求める問題がグラフ論では、グラフの数え上

げ問題 といわれている。一方、グラフの基本的

構成要素として点の個数が十分大 きな場合のグ

ラフの数え上げ問題はグラフ論ではグラフの極

値問題 といわれている。本稿では、点の個数が

与えられた場合でのグラフの数え上げ問題に焦

点を絞って論 じることとする。

2グ ラフの定義

まず、グラ フとは どんな ものであるか とい う すべ ての{z
,ノ}∈ に対 し、 Φ({乞,ブ})≦1

こ とを含 めて少 し広 くグラ フの定義をする こと の とき
、(玩 Φ)は 単純 グラフ とい う。

にする。

空でない有 限集合 レを取 り、yの 元の対の

集合(2)一 塒}⊂ylゼ ≠ブ}を 定 め・N-{q

l・a・ ・」 に対 し・yと 写像 Φ ・(2)-Nと の

組(レ 『,Φ)をyの 元 に標識づ けられ たグラフ、

また は単 に レ上標識 グラ フと呼 ぶ。混乱 の な

い限 り、「レ上標識 」 を省略 す るこ とが しば し

ばあ る。 グラ フ0-(y,Φ)に つい て、yの 要

素 を点 とよび、含 まれ る点の個 数 を θ の位数

とい い、・(θ)で 表す 。 ま た、 Σ 　 (y)Φ ω

を0の 大 きさ といい、g(G)で 表 す。η(0)-1,

9(G)=0な る グラ フGは 自明 な グラ フ と呼 ば

れる。グラ フG-(レ,Φ)に おいて、 Φ各{歪,ブ}

∈(y2)に 対しΦ ㈹})を ㈲1こ おける重複

度 と い い 、 Φ({¢,ブ})≧1の と き 、{∫,ブ}を θ

の 辺 と い う。{z,ノ}が0の 辺 で あ る と き、 点 ゼ

は 辺{z,フ}に 接 続 し て い る と い わ れ る 。 ゴに 対

し 、 Σ グ.照 ≠ゆ({∫,ブ})を 点 ゼの 次 数 と い う 。

(レ2)
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単純グラフGに ついて、酬{〃}∈(y)1

Φ({ゼ,ブ})-1}と 書 くと、0はyとEの 対(γ,

E)と 考 えて もよい。

2つ のグラ フG1-(y1,Φ1),G2-(y2,Φ2に

つ い て、y『1-y2か つ Φ1一 Φ2が 成 り立 つ と き

01と02は 同等 で ある とい い、Ol-02と 書 く。

ここでは、単純 グラ フのみを扱 う。

単純 グラ フ θ=(y『,E)に お いて、∫,ブ∈ レ,G

≠カ に対 し、異 なった点 の列P:ゼ ー乞1,ゼ2,…,

娠一ブが条件 「{乞¢,∫2-十一1}∈E,2-1,2,…,

ん一1」 を満 た す とき、PをGの 道 とい う。2

点 ゼ,ブ∈yに 対 し、ゴとブの問に道が存在 する と

き、ゴとブは0に おいて連結 している とい う。

θ の どの2点 も連結 している とき、θ は連結

グ ラフといわれる。 自明なグラ フは連結 グラ フ

と定める。0の 部分 グラ フの うち、連結 とい う

性 質 での極 大 な もの をGの(連 結)成 分 とい

う。

本論 では、互いに同等 でない標識 グラ フの個

数 を考察する ことにする。 このアプローチを標

識 グ ラフの 数 え上 げ と呼 ぶ。Riddell[2]は 標

識グラフの数え上げの考察に1つ のたいへん美

しいシンプルな方程式を編み出 した。 ここで、

この方程式の適用の広 さを観察してみたい。

3標 識グラフの母関数

点集合y-{ゴ1,ゴ2,…,帰 上 の標識 グラフの

うち、大 きさgの 標識 グラフの個数 を考 える。

(2)に は ω 個の元があるから・(ζ)か ら9
個の元を取 り出しグラフを構成する。構成され

たこのグラフは大 きさgのy上 標識グラフで

あ り、取 り出 したσ個の組が異 なると対応す

る標識グラフは異なったものになる。したがっ

∴噂 漁二
項式G。@)は 標識 グラフの数え上げ通常型母

関数といわれ、それは

qω 一名(祝9)〆 一(1+灘)・(31)

1糞籠q穐臨簸擁∴
∬η

の個 数 を表 してい る。G。(1)を の 係 数 とす
η!

る指 数型母 関数G@)は

　 の
θω 一 Σ2(η2)夷1(32)

η=1

であ り、0(の は標識 グラフの指数型母関数 と

いわれる。

4連 結な標識グラフ

この節ではいろいろな種類のグラフの数え上

げを考察する。 この考察にとても大 きな力を発

揮する補題 を用意す る。グラフを観察すると、

いろいろな性質が見 られる。性質Pを 考 えよ

う。α.を性質Pを もつ位数ηのすべてのグラ

フをη個の名前の組から標識づ ける仕方の数

を表す ものとし、指数型母関数
　 れ

・ω 一 Σ 砺 夷!・
η=1

を考える。グラフのサイズを考慮に入れる場合

は次の指数型母関数が考えられる。
　 れ

・(∬,〃)一 Σ 砺ω 蒐!・

η=1

ここで、δ。(〃)のプの係 数は性質Pを もつ位

数η、サイズgの 標識グラフの個数(η 個の名

前の組か ら標識づける仕方の数)を 表す高々

ω 次の多項式である・

補 題1.

∬η

の 係数 は、性 質Pを も(1)α∫(∬)にお け る
η!

つs個 の グラフ01,02,…,0、 を並べ た組

(θ1,G2,…,G、)の うち これ らのグラフが互

いに共通 な点 を持 たな く、かつ

η(01)+η(02)+…+η(G。)一 ηを満 たす組 を

1か らηまで のラベルで標 識づけ る仕方 の数 を

与 える。
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二じη

(2)αs(偽 〃)に お け る ガ の 係 数 は 性 質P
η!

を もつs個 の グ ラ フOl,02,…,0、 を 並 べ

た 組(θ1,θ パ ・・,G、)の う ち こ れ ら の グ

ラ フが 互 い に共 通 な 点 を持 た な く、 か つ

η(01)+η(02)+…+π(0。)一 ηを満 た し、

g(Gl)+g(G2)+…+g(G、)-gを 満 た す組

を1か らηまでの ラベ ル で標識 づ け る仕 方

の数 を与 える。

補 題1に お ける ∫個 の グ ラ フの組 の 中 に並

べ る順序 を考 えない とす るな らば、α8(の あ る

いは鵡)を ・!で割れば よ・・。Σ∵ 芸郵)

が あ る 指 数 型 母 関 数F(の で 表 さ れ、 ま た

。。 αs(∬,〃)Σ が あ
る指 数型 母 関数F(∬,〃)で

・-1s!

表 される もの とする。すなわち

Fω 一二 α芸1)
s=1

F(偽〃)一望(脅!")
s=1

この2つ の式はそれぞれ

1+Fω 一2αω

1+-F(偽 写)一θ礁")

と書 かれる。

(4.1)

(4.2)

Riddell[2]は 連 結 と い う 性 質 を も っ た

標 識 グ ラ フ の 数 え 上 げ を行 っ た。C(∬)一

Σ卿1蝶 を連結な灘 グラフに対する母

関数 とす る。 ここで、C.は 位 数 ηの連結 な標

C5ω識 グ
ラフの個 数 で ある。 この と き、 は

s!

ち ょ うどs個 の成分 を もつ標識 グラフに対 する

指数型母関数である。すなわち、 この指 数型母
」じη

関数 の の係数 はs個 の成分 を もつ位 数 ηの
η!

標 識 グラ フの個 数である。 この指数型母 関数を

s-1,2,3,… に わ たって の和 は標 識 グラ フの指

数型母 関数0(の((3.2)で 与 え られ てい る)に

一致するはずであ る
。(4.1)に お いて、F(の を

θ(の 、α(の をC(⑳ と置 き換 え て、 次 の定理

が得 られる。

定理1.(Riddell[2])

1十 θ(∬)一θc(∬)(4.3)

そ こで、(4.3)の 形 を した式 をRiddell型 方

程式 と呼 ぶ ことにす る。(4.3)か ら直接 各C.を

求 め る こ とは困難 で あ る。 そ こで、 た いへ ん

有効 な道具 を述べ る。 次の補題 はHararyand

Palmer[1]に 見 られる ものである。

OQ

oo

補題2.
珊=0

7η ≧1に 対 し て 、

Σ・!
Σ 且ボ ー・-1

隅
篇
現
α

が成 り立 つ。

ならば、

　
κル調肱

ル
Σ

レ

く1
辮

補 題2に お い て、 塩 一2㈲ 伽!お よ び

砺 一C規/辮!と お き、 等式(4.3)に 注 意 して漸

化式

ら 一2(2)一÷Σ ん(鴛)挑(44)
κ=1

を得 る。(4.4)を 利 用 してC(の の初 めのい く

つ か の 項 を求 め る と

灘24∬338」 じ4728∬5C(
∬)一 ∬ 十 十 十 十2!3!4!

5!

26704」 じ61866256灘7251548592二 じ8十 十 十

6!7!8!

66296291072∬934496488594816∬lo十 十

10!9!

十 。。・(4.5)

∬4
の係 数38は 位 数た とえ ば、C(∬)に お い て4!

4の 連 結 な標識 グラ フが38通 りあ るこ とを示

している。定理1は 点 の個数 をパ ラメー タに し

て連結標識 グラ フを数 え上 げてお り、そ こでサ

イズ もパ ラメー タに含 めての連結標識 グラフの

数 え 上 げ を考 え て み る。 こ の場 合 は2変 数

母 関 数 の 考 察 に 通 じ る。 母 関 数C(∬,雪)=

。。 」じη

ΣC。 ω を 考 え る 。 こ こ で 、C。(〃)の ♂刎れコユ

の係数は位数η、サイズgの 連結な標識 グラ

逗響雛 菱腔 　準 査
ち ょうどs個 の成分 を もつ標識 グラフに対す る

母 関数 であ り、 これ をs-1,2,3,… に わた って
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の和は
　 れ

θ(鋤)一 Σ(ち ω 夷!
κ=1

に 等 し い 。 こ こ で 、0。(〃)は(3.1)で 与 え ら

れ る 。(4.2)に お い てF(∬,〃)を0(∬,写)に 、

α(∬,〃)をC(∬,〃)に 置 き 換 え る こ と に よ り、

Riddell型 方 程 式 が 得 ら れ る 。

定 理2.

1+0(∬,写)=θc叫

補 題2を 用 い て 漸 化 式

傭)一 傭)一 謬 ん(ん)傭)q.、 ω
κ=1

を得 る 。Cl(∬)=θ1(∬)=1で あ る か ら 、

で与 え られる。

d個 の奇 点 をもつ位数 η、サ イズgの 連結 な

標 識 グ ラ フの個 数 を 〆〃d匂の係 数 にす る母 関

数 をC。(∬,〃)と し、指数型母 関数

　 り

c(灘,〃,9)一 Σ(㌦(偽 〃)1!

　 コ 　

を考 え る。[3]に お い て、C。(偽〃)は 若干 複雑

な方法で導かれた。 ここでは、Riddel1型 方程

式に視点をおいてC。(∬,〃)を導 く簡単な手法が

あるということを紹介する。定理3に 基づ き新

たに指数型母関数を定義する。すなわち
9η

ω。(∬,〃)を の係数 にす る指数型母 関数
η!

　 れ

ω(灘,〃,9)一 Σ 砺(偽 〃)1!

η=1

を考 え る。ω(灘,〃,9)とC(∬,解)の 関係 につ い

て、再 びRiddell型 方程式 が得 られる。

定理4.

が 得 られ る。 た とえ ば、C4(∬)に お い て ゴ の

係 数6は 位数4、 サ イズ5の 連結 な標識 グラ フ

の個 数 を示 している。 また、C4(1)-38は(4.5)

∬4

に見られるC(の の4!の 係数に一致する。

もう少 し微細 にグラフの分類 を考察 してみ

る。点に接続する辺の個数がその点の次数で

あ り、次数が奇数である点を奇点 とよぶ。グ

ラフの奇点の個数はつねに偶数であることは

よく知られている。次の定理がTazawaand

Shirakura[3]に よ って与 え られた。

定理3.d個 の奇点をもつ位数η、サイズg

の標識 グラフの個数を♂♂+9の 係数にす る母

関数は
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と書 き直 される。 したが って、位数4の 連結 な

標識 グラ フについて、次の表が示 される。

ま た 、C4(1,1)=38で あ り、 こ れ は(4.5)に 見

∬4

られるC(∬)の の係数 に一致す る。4!
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