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多重調和関数を用いた軸対称数値積分法
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Abstract. This paper presents an axisymmetric numerical integration by using 

the boundary integral equation and the polyharmonic function. In conventional 

numerical integration, a given region is divided into several standard regions, 

for which a rule of approximate integration is available. However, it is 

difficult to decomposite a boundary region into elementary standard regions. 

Presented method does not require decomposition. This method requires a boundary 

geometry of the region and arbitrary internal points. The integral value is 

calculated after solving the discretized boundary integral equation. In order to 

investigate the efficiency of this method, several examples are given.

1.は じめ に

任 意形 状 の領域 上 で 定義 され た 関数 を数値 積 分す るには,通 常,領 域 を分割 して積 分 を

行 うか,モ ンテ カル ロ法 を用 い る[3,9].任 意 形 状領域 を分割す るに は,困 難 を伴 う場 合 が

あ り,領 域 を分割 す るため の ソフ トウェ ア を必 要 とす る.ま た,モ ンテ カル ロ法 で精度 良

い数値 積 分値 を得 るに は多 くの 計算 が必 要 で あ る.こ れ らの こ とを解 消す る 目的 で,任 意

形 状 の領 域 上 で定義 され た分 布 を多 重調 和 関数 お よび境界 積 分方 程式 を用 い て補 間す る方

法お よび,こ の補 間 法 を用 いた 数値積 分 法 を一 次元,二 次元 お よび三 次 元 の場 合 にっい て

既 に示 して い る[5].本 手 法で は,任 意境 界形 状 の補 間や 数値積 分 に は適 して お り,任 意形

状の場 合 に も領域 を分割 す る必 要 がな い.本 論 文 では,軸 対 称 問題 にお け る数 値 積分 方 法

を示す.軸 対称 問題 にお ける数値 積 分 は,二 次 元 の数値積 分 で ある が,グ リー ンの 定理 に

よ り一 次元 の積分 に,次 元 を減 らす こ とがで き る.本 数値 積 分 では,軸 対称 多重 調和 関数

を用 い て積 分 され る関数 を補 間 し,そ の補 間 を用 いて数 値積 分 を行 う.本 数値 積 分 に必 要

な関数 を示 し,計 算 例 に よ り本 手法 の有 効性 を明 らか にす る.

2.理 論

2.1軸 対 称 多重調 和 関数 による補 間
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本 数値 積 分 では,ま ず積 分 され る関数 を補 間す る必 要が あ る.は じめ に軸 対称 多 重調 和

関数 を用 い た境 界積 分 方程 式 に よ り補 間 す る方 法 を示 す.つ ま り,関 数(分 布)を 境 界形 状

と内部 の任 意位 置 の点や 線 で表 現 す る.本 論文 では,関 数 に ラ プラ シア ンを掛 け る と,滑

らか さが減少 す るが,逆 に積 分 す る と滑 らか さが増 す こ とを活 用す る.軸 対 称 問題 にお け

るラプ ラ シア ンは 次式 で定 義 され る.

分 布 す る 領 域 内 デ ー タ の 値ws1(r,z)に 式(2,1)の ラ プ ラ シ ア ン を 掛 け る と,次 の ボ ア ソ ン 方

程 式 を 近 似 的 に 満 足 す る も の とす る[6,7,8].

た だ し,ws2はr-z平 面 に 面 状 に 分 布 す る も の と し,WP。 は 面 積Aに 一 様 に 分 布 す るWA、 が 次

式 に よ っ て 一 点Pに 集 ま っ た デ ィ ラ ッ ク の デ ル タ 関 数 の 強 さ とす る.

この 関 数WP、 は 軸 対 称 熱 伝 導 方 程 式 に お け る リン グ状 の 熱 源 に 相 当 す る.同 様 に,WL、 はr-

z平 面 で線 状 の も の と し,一 般 に 次 式 が 成 立 す る とす る.

な お,W,月 はW・ の 曲 率 和 の よ うな もの で あ る,ま た,分 布 は 一 般 に 高 次 の 曲率 和 を用 い な

くて も表 現 で き,f=Fで はws,.1を 含 ま な い 次 式 が 成 立 す る とす る.

連 立 積 分 方 程 式 に よ り,分 布 を 表 現 す る た め のW㌔.1な どの 強 さ を 求 め る.

実 際 の 計 算 に お い て,F=2お よ びWP3を 用 い て 補 間 す る こ と が で き る.っ ま り,式(2.2),

rg只 、 士 の

が 得 られ,更 に 式(2.6),(2.7)よ り次 の 重 調 和 方 程 式 が 得 られ る.
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これ は,薄 板 理 論 にお け る点荷 重WP3が 作用 す る薄板 の変位ws1の 式 と同 じ形 式 で あ る.っ ま

り,本 理 論 の補 間 では 薄板 の変位w㍉ が与 え られ てお り,逆 に未知 の 点荷 重wP3を 求 め るこ と

に相 当す る.梁 の たわ み の式 と同等 な 自然 スプ ライ ンにお い て,両 端 のモ ー メ ン トを0と

す る よ うに,本 理 論 で も薄 板 の縁 で もモー メ ン トに相 当す るws2を0と 置 くこ とに よ り未 知

数 を求 め る.薄 板 の場 合 か ら分 か るよ うに点荷重 が 作用す る点 でのモ ー メ ン トws2(曲 率

和)は 無限 とな る.F=3を 用 い る と,曲 率和w㍉ は無 限 にな らないが,境 界 にお け る未 知 数 が

増加 す る.

積 分 方程 式 を用 い て,未 知 のWP3な どで求 め るた め に,軸 対称 問題 の多 重 調和 関数 が 必要 と

な る.軸 対 称 問題 の 多重調 和 関数 は三 次元 の場合 の多 重調 和 関数 か ら得 られ る.三 次 元 問

題 のf重 調和 関 数Tε3エ・は次式 で 与 え られ る.

軸 対 称 問題 の ラ プ ラ ス の 方 程 式 の 基 本 解Tu】1(P,Q)は,三 次 元 問題 に お け る 基 本 解T`3〕1

(P,Q)を 円 周 方 向 に 積 分 す る こ と に よ り求 め る こ と が で き る.

式(2110)の 点Qに お け る単位 法線nに 関す る微 分係 数 は次式 で 与 え られ る[2].

た だ し,KOお よ びEOは 第 一 種 お よ び 第 二 種 完 全 楕 円積 分 で あ り[1],上 式 のC1お よびm。2

は 次 式 で 与 え られ る.
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軸 対 称重 調 和 関数TD]、 とそ の法線 微 分 は次 式 で与 え られ る.
隻

更 に,T【 月,は 次 式 と な る.

一 般 に ,軸 対 称 問 題 のf重 調 和 関 数T〔 」1,は 式(2.9)よ り次 式 で 与 え られ る.'

式(2.21)の 積 分 は 次 式 の 関 係 を 用 い る こ と に よ り,順 次 求 め る こ とが で き る[4].

ま た,多 重 調 和 関 数T,は 次 式 の 関係 が あ る 。
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点 状 のWP,の 数 をM,線 状 のW㌧ の 形 状 をr、 と し,領 域 Ω の境 界 をrと す る と,式(2。1)～

(2.5)お よ び グ リー ン の 定 理 を繰 り返 し使 用 す る こ と に よ り次 式 が 得 られ る[2,6].

た だ し,滑 らか な 境 界 上 で はc=0.5,領 域 内 部 で はc=1で あ る.ま た,式(2.24)のws,は 同様

に 次 式 で 与 え られ る.

スプ ライ ン関数 を用 い た補 間 法 では,碁 盤 目状 に 並ん だデ ー タが必 要 で あるが,本 手 法 で

は ラ ンダ ムな位 置 に あ るデー タを使 用 す る こ とが で き る.

2.2数 値 積 分

任 意 境 界形 状 内で 定 義 され た分 布 量 の数値積 分 方法 を示 す.分 布 を式(2.2)～(2.5)で 補

間 した後,数 値積 分 す る.グ リー ンの 定理 を活用 し,領 域 積 分 を境界積 分 に変 換 す るた め

の三 次元 問題 の 場合 の関数 ψ,お よび,そ の法線 方 向微 分係 数 は次 式 で与 え られ る[5].

軸 対 称 問 題 の積 分 に 必 要 な 関 数 ψ 【月,は,式(2.26)を 円周 方 向 に積 分 して 得 られ る.

こ の 関 数 ψ 口]・に も 次 式 の 関係 が成 立 す る.



関 数 ψ[月,を 具 体 的 に 示 す と,次 式 の よ うに な る.

分 布ws1が 式(2.2)～(2.5)を 満 足 して い る 場 合,式(2,29)お よび グ リー ン の 定 理 よ り次 式 が

得 られ る[5]。

た だ し,pは 任 意 点 を 示 し,積 分 値 は 点pの 位 置 に よ ら な い.式(2。37)に お い てws、=1の 場 合,

軸 対 称 体 の 体 積 とな り,次 式 で 表 わ す こ と が で き る.

式(2.37),(2.38)を 用 い る こ とに よ り,分 布 量ws1の 平 均 値 を 算 出 す る こ とが 可 能 で あ る.

式(2.37>,(2.38)に お い て 点pは,任 意 の 位 置 の 点 で よ く,ど の 位 置 で も 同 じ値 に な る.な

お,点pは 領 域 外 で も よ い.
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2.3積 分 方 程 式 の 活 用 例

実 際 の 計 算 に お い て,境 界 上 お よ び,い くつ か の 内 点 で のw㍉ は 与 え られ て い る が,式

(2.24)か ら(2.25>のWs2か らWs,お よ び,そ れ ら の 法 線 方 向 の 微 係 数 やWLf,WP,は 通 常,与

え られ て い な い.そ こ で,こ れ らの 値 を求 め る 方 法 を,F=2お よびW%を 用 い る場 合 で 示 す.

つ ま り,式(2.6),(2.7)を 用 い る 場 合,式(2.24),(2.25)の 連 立 積 分 方 程 式 は 次 式 に な る.

式(2.39>お よび(2.40)を 離 散 化 し,境 界 に 対 して 一 定 要 素 を 用 い る こ とに す る.ws,(Q)を

成 分 に 持 つ ベ ク トルW,,∂ws,(Q)/∂nを 成 分 に 持 つ ベ ク トル をV・,WP3〈 ωを成 分 に 持 っ ベ ク

トル をWP3と し,式(2.39)を 離 散 化 す る と 次 式 が 得 られ る.

(2.41) HIW1=G玉V、+H2W2-G2V2-GP2WP3

た だ し,pお よ びqは 内 点 を 示 す も の とす る と,Hl,G、,H、,G、 お よびGP、 は,点iで 離 散

化 し,r」 で 線 積 分 を 行 っ た 場 合,次 式 の成 分 を持 つ マ ト リ ッ ク ス で あ る.

た だ し,上 添 え字PはWP、 を与 え る点 で あ る こ とを 示 す.F=2の 場 合 を考 え て い る の で,ws、

(P)に 関 して 式(2.40)よ り次 式 が 得 られ る,
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上 式 よ りV1,V、 お よ びWP、 を 求 め る こ とが で き る.つ ま り,境 界 上 で の値W、 と 内 点 で の 値

W(pP)を 与 え る と,Ws1(Q>お よびWs2(Q)の 境 界 上 で の 法 線 方 向 の 傾 き とWP、 の 強 さ が 得 られ

る.任 意 点 の補 間 値 は,式(2.39)よ り 計 算 す る.一 定 要 素 を用 い,境 界 をN。分 割 し,内 点

をN1点 使 用 した 場 合,(FN。+N1)行 の 連 立方 程 式 を 解 か な け れ ば な ら な い.大 き いFを 用 い

る と,連 立 方 程 式 が 大 き く な る の で,F=2お よ びwp、 を 用 い る 式(2.55)が 実 用 上 便 利 で あ る.

ま た,F=2お よ びWP,を 用 い る 場 合,式(2.37)は 次 式 と な る.



3.活 用 例

本 積 分 法 の 有 効 性 を 示 す た め に 円環 体 の 体 積Vと 二 次 慣 性 モ ー メ ン トJを 求 め る.Fig.2は

円環 体 の 断 面 図 を 示 す.比 重 ρ を1と す る と,こ れ らの 積 分 は 次 式 と な る.

た だ し,Sはr-z平 面 上 の 而 積 で あ る.R1=60,R・=50と した 場 合 の 体 積 は,式(3.1)の 値 は2.

960881x106で あ り,境 界 積 分 を用 い た 式(2.38)で 計 算 した 値 は2.957124XlO6で あ っ た.こ の

場 合,式(2.38)か ら分 か る よ うに,計 算 に 内 点 は 不 要 で あ る.ま た,ws1=r2で あ る 二 次慣 性

モ ー メ ン トJの 厳 密 な 値 は,式(3.2)よ り1.621082523x101° で あ り,式(2.56)の 数 値 積 分 値 は

L628812×101° で あ っ た.た だ し,境 界 に 一 定 要 素 を 使 用 した.

Fig.3に 示 す 半 径Rの 球 の 体 積Vと 二 次慣 性 モ ー メ ン トJを 求 め る.た だ し,比 重 ρは1と す

る.球 の 厳 密 な 二 次 慣 性 モ ー メ ン トJは 次 式 で 与 え られ る.

Fig. 2.  Boundary  discretization and  in points of torus
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Fig.3.Boundarydiscretizationandinternalpointsofsphere

(a)16points

fig.A.Boundary dlscx・etiZatiQllandlnterml

(b)12points

pointsofcylinder

半径R=50と した 場 合 の 球 の 厳 密 な 体 積 は5.23598xlO5で あ り,境 界 積 分 を用 い て 計 算 した 値

は5.2335x105で あ っ た.ま た,二 次 慣 性 モ ー メ ン トJの 厳 密 な 値 は,式(3.3)よ り5.2598x1

08で あ り,式(2.56)の 数 値 積 分 値 は5.2814x108で あ っ た,

最 後 に,次 の 定 積 分 を計 算 した.
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Fig.4(a),(b)に 境 界 の 要 素 分 割 と使 用 した 内 点 を 示 す.R=10,A=B=50と した 場 合,上 式 の

厳 密 な 値 は2.22816x105で あ る 。 式(2.56)の 数 値 積 分 の 値 は,Fig.4(a)の 場 合2.227573x105で

り,Fig.4(b)の 場 合2.216041×105で あ っ た.た だ し,境 界 は 一 定 要 素 を使 用 し,領 域 境 界

の 線 積 分 に は ガ ウ ス積 分 を 使 用 した.プ ロ グ ラ ム 作 成 を 容 易 に す る た め に,一 定 要 素 を使

用 した が,数 値 積 分 の 精 度 を 向 上 させ る に は境 界 に 対 して 高 次 の 要 素 を 使 用 す る 必 要 が あ

る.

4.結 言

任 意外 形 形状 の軸 対称 数値 積 分法 を,軸 対 称 多重 調和 関数 お よび積 分方 程 式 を用 い て補

間 した 後,こ れ らの補 間値 を用 い て数値 積 分す る方 法 を示 した,本 手 法 で は積 分 の 次数 が

1つ 下 が り,一 次 元の 数値積 分 に変 換す る こ とが で きる こ とが示 され た,ま た,積 分領 域

を分 割 す る必 要が な く,実 用上 の利 点 が示 され た,本 数値 積 分 に必要 な 関数 の誘 導 方法 と

数 値計 算 に実用 上 必要 な 関数 を具 体的 に示 した.計 算例 に よ り工業 的 に使 用 で き る精度 が

得 られ る こ とが 明 らか に され た.
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