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Abstract. This paper presents an interpolation method and a numerical multiple integration using 

the boundary integral equations and a polyharmonic function of volume distribution. In the method 

using B-spline, points must be assigned in a gridiron layout. In the presented method using the 

polyharmonic function of volume distribution, arbitrary points can be assigned instead of using a 

gridiron layout, therefore it becomes easy to interpolate. This method requires a boundary geometry of 

the region and arbitrary internal points. The values at arbitrary point and the integral value are 

calculated after solving the discretized boundary integral equations. In order to investigate the 

efficiency of this method, several examples are given. Especially, a use of the poly-harmonic function of 

volume distribution is effective for the three-dimensional case. The advantages of using the 

poly-harmonic function of volume distribution are the decrease of CPU time and the stability of 

the interpolation.

1.は じめ に

多重調和関数 を用いた任意形状 の領域 で定義 された分布の補間方法,お よびこの補間法を用いた数値積分

法 を提案 した[6,7】.そ の数値積分法では,グ リー ンの定理に より二次元積 分が一次元積分 に,三 次元積分

が二次元積分 に近似的に変換 され,境 界上の関数値 と領域 内部のい くつかの点(任 意)で の関数値 か ら積 分

の近似値が得 られ る.従 来 の数 値積分法では,積 分点 を碁盤 目状に与える必要があ り,一 般 の領 域の場合 に

は,領 域を分割する必要がある[2】が,こ の数値積分は任意形状の領域 の場合 に容 易に適用できる.し か し,

提案 手法にも欠点があ り,三 次元の場合,滑 らかな補間を得 るために高次の多重調和関数を用い る必要があ

るが,そ のために算法が不安定 にな り,適 切 な解が得 られ ない場合 がある.一 方,[9】 において,二 次元の

場合,多 重調和関数の代 わ りに体分布多重調和関数(面 分布 多重調和関数)を 用 いると補間 が滑 らかになる

ことを既に示 した.そ こで,本 論では三次元の場合 に,体 分布多重調和関数を用 いる補間法,お よび数値積

分法を提案す る.数 値 実験に よって,計 算が安定に行われ,し たがって,計 算結果の精度 もよく,か っ計算

時間 も短縮 され ることが確認 された.

2.理 論

2.1多 重調和関数による補間

多重調和関数 を用いた補間法の概要を簡単に示す.
一次元の場合 に

,'分 布す るデー タの値 照£rκノを次式で近似す る.
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た だ し,▽ ん=42/ぬ2で あ り,〃 チ は ㎎Lの 曲 率*で あ る.ま た,瑳Prκ,ノ=略Pδrκ 一Xfノ で あ り δrx-Xゴ ノは

デ ィ ラ ッ ク の デ ル タ 関 数 で あ る.式(2.1),(2.2)よ り次 式 が 得 られ る.

これは,図1に 示すよ うな点荷重吋 を伴 う梁 の変位 照乙を求める式 と同 じものであるが。ここでは,い く

っかの梁の変位 ㎎Lが 与えられてお り,未 知の点荷重 〃ノを逆に求めて補間が行われ る.た だ し,梁 は単純

支持 されてお り,両 端でモー メン ト吟 を0と 仮定 している。なお,こ れは 自然スプライン と同じものであ

る[5,11].

二次元の場合,よ く知 られた二次元スプライ ンにおいては,一 次元のスプ ライン関数 をxと ノ方 向に掛

けることが行 われてい る.一 方,多 重調和 関数 を用いる方法では,次 式に より補間 を行 う.

Fig. 1. Beam with unknown point load for interpolation

Fig. 2. Fictitious thin plate for two-dimensional interpolation

*曲 線 ア=∫rκノの曲率 は∫"/rl+∫'2/3/2で 与 え られ るか ら,所 を 曲率 とよぶ ことは正 しくないが,材

料力学の分野では,近 似的な意味でこのよ うによんでい るので,こ の習慣 に従 う.以 下,二 次元,三 次元で

も同様 の注意があてはまる.
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〃～Prκ2=〃 ～Pδrκ一κ,ノで あ り δrκ一κゴノは デ ィ ラ ッ ク の デ ル タ 関 数 で あ る ・式(2・4)・(2・5)よ り 次 式 が 得 られ

る.

これ は,図2に 示す よ うな点荷重 耳ず を伴 う薄板 の変位 照∫を求める式 と同 じもので ある.し か し,こ こで

は,い くっかの点で薄板 の変位Wρ が与 えられてお り,未 知の点荷重の値 〃ノを逆に求 めて,補 間が行われ

る.た だ し,薄 板の縁でモー メン トに相 当す る曜 が0と 仮 定す る.式(2。4),(2,5)を 解 くにあたっては境界

積分方程式 を用いる.そ の際,下 記の調和関数お よび重調和関数 を用 いる.

ただ し,1は 二点P,Q問 の距離である.式(2.9)の 重調和 関数は,下 記の薄板スプライ ン 乃 と同等の関数

であ る[3,41.

論文[6,8】では,こ れ らの事柄が一般 化 されてい る.

三次元の場合には,多 重調和関数 を用 いて滑 らかな補間を得 るために方程式の数Fを3と して補間を行
汽 「ρ1

なお,三 次元の場合,∫ と2で は滑 らかな補間が得 られない.実 際,三 次元の多重調和関数 鱈 は,

で与え られ,図3か ら分かるよ うに,重 調和関数%は,rの 関数で あ り,FOで 滑 らかではないので,式(2.4),

(2。5)を用いた補間では滑 らかな補間が得 られ ない.実 例 を数値実験の ところで示す.

しか しなが ら,式(2,11)～(2.13)の ように 」臨3と したために,補 間の安定性 に問題 が発 生 し,し か も,離

散化 して得 られる連立方程式を解 くのに時間が多 く必要 となる[6】.補 間が不安定 にな る場合があ る原 因は,

本補間では連立積分方程式 を数値 的に解 く必要が あり,被 積分関数 パ置,君r3を 含むた め,そ れ らを離散化

して得 られ る連立方程式の係数行列 の成分の値が大 きく変 化 し,連 立方程式は悪条件になるためである.実

例 を数値 実験の ところで示す。
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2.2体 分布多重調和関数による補間

二次元の場合,式(2.7)に おいては点荷重 を考えたが,【91に お いて,半 径 過の円形領域 に一様な分布荷重

耳望 を与 えたほ うが,滑 らかな補間が得 られ ることが示 されている。より詳 しく述べ ると,以 下の ようであ

る.点 荷重の場合,荷 重点にお けるモー メン トお よび薄板の 曲率砺3が 無 限にな る.半 径Aの 部分に一様な

分布荷重 岬 を与えた場合,モ ーメン トお よび薄板 の曲率 〃ずは有限値 にな り,点 荷重の場合 より滑 らかな

曲面 とな る.し か し,分 布荷重 〃望で表現 した場合,分 布の状態を表す情報が必要になる。そ こで,半 径 乃

の円形領域 に一様 な分布荷重 〃望を与 える とす ると,半 径Aと 中心点の位置情 報だけで処理す ることがで

きる.な お,半 径 』 の円形領域 の一様な分布荷重 耳ゲ を%二 と置き,点 荷重 の場合 と同様 に連立積分方程

式における領域積 分を避 けるために,分 布荷重 聾学 が作用す る領域 ∫2刃に関 して次式で示 され る体分布多重

調和関数 を用い る.

二次元問題の場合の体分布調和関数7ン の具体形は以下のようである.

三次元の場合,上 記の二次元の結果 を うけて,安 定かつ滑 らかな補間を得 るために,次 の よ うな半径 月
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Fig. 4. Notations for polyharmonic function of vol ume distribution

の球の一様分布 〃鶉 を用いた補間 を考える.

式(2.21)を 導入す ると,次 式で定義 され る体分布多重調和関数7ン が必要 になる(図4参 照).

ただ し,図4に 示す よ うに観測点Pか ら体分布 関数の中心 σまでの距離を 刃 とす る[12】.式(2.22)の 積分を

行 うと 丑の関数 となるが,式(2.14)と の整合性のために 丑 をrと 書き改 めて,本 論文に必要な体分布多重調

和関数 の具体形 を以下に示す。

式(2.20),(2.21>を 解 く た め に,式(2.20),(2.21)を 境 界 積 分 形 に 変 形 す る.点9の ま わ りに 半 径 オ の 一 様

分 布 状 態 猟 二(φ の 数 をMと し,領 域 Ωの 境 界 の 面 積 要 素 を お とす る と,式(2,20),(2.21)お よ び グ リー ン

の 定 理 よ り 次 式 が 得 られ る[6,7,8】.
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ただ し,oはPが 滑 らかな境界上 にあるときは0.5で あ り,内 点の ときは1の 値 を とる.大 文字9は 境界

上の点,小 文字gは 内点 を示す もの とす る.同 様 に式(2.21)よ り,次 式が得 られ る.

式(2.27),(2.28)を 用 い て 補 間 を行 うた め の 具 体 的 計 算 手 順 は2.4節 で与 え られ る.大 雑 把 に言

えば,補 間 の た め に 与 え られ た 境 界 上 の 点 の 値 と任 意 位 置 の 内 点 の 値 か ら,式(227),(2.28)を

用いて ∂監 畷 の値 を求 め,そ れ を式(2.27)に 代入 して舗 間点での値 を計算 す る。

式(2.21)を 導入す る とき,半 径 滋の球領域 に一様に分布 させた状態を示す体分布多重調和関数 窃 を用 い

たが,一 般的には一様に分布 させ る必要は ない.こ の時,%の 代わ りに,分 布布状態 を示す関数 、研 〃,φ,aノ

を用いて,次 式で定義 され る関数 を用い ることになる.

CADやCGな どにおいては,補 間 された分布 の微分値が重要な働 きをす るので,補 間 された分布 の勾配

を求める式を示す.式(2.27)をx,(戸1,2,3)で 微分す ると,次 式が得 られ る.

上 式 にお い て,2点 を κ,(#1,2,3)とX!と す る と,∂ 〃 ∂κ、=rκ、一κ!ノ〃 で あ る.

2.3数 値積分法

任意境界形状 内で定義 された関数の数値積分方法を示す.ま ず,分 布 照μが式(2.11)～(2.13)で 補間 した場

合,グ リーンの定理 を活用 し,領 域積分 を境界積分に変換するた めに,関 数 輪=1を 定義 し,次 式で与 えら

れる関数 吟 を使用す る.

式(2.11)～(2.13),㎎ グ=㎎7偽,式(2.34)お よ び グ リー ン の 定 理 よ り次 式 が 得 られ る.

Ar曽.「!ノA.」 △
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ただ し,ρ は任意点を示 し,式(2.35)の 積分値 は点 ρの位置に よらない値 とな り,ρ は領域外であってもよ

い.な お,η 次元問題の場合,次 式 によ り式(2.35)の 関数 吟 が求 められる.

三次元の場合の吟 および∂吟/勧 は次式となる.

同様 に,式(2.20),(2.21)で 補 間 した 場 合 は,次 式 と な る.

ただ し,関 数 豚μは次式で得 られ る。

式(2.40)の 関数 偽4は,rの 値 に関係 なく次式で与 え られ る.

式(2.39)を 用 い て,数 値積 分 を行 うた め の 具 体 的 計算 手 順 は2.4節 で 与 え られ る.大 雑 把 に 言

え ば,与 え られ た境 界 上 の 岬 と補 間 の 言+算 にお い て 計 算 され た ∂髪(∫=瓦2),唯 式(2.39)

に 代 入 す る こ と に よ って,積 分 値 が 計 算 され る.な お,二 次元の場合,関 数 吟,そ の法線方 向微分,

お よび関数 偽κは次式で与 えられ る,

また,一 次元の場合 も,関 数 吟,そ の法線方 向微分,お よび関数 伽 は次式 で与 え られ る.
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2.4補 間および数値積分の具体的計算手順

補間 の場合 まず,境 界上お よび,い くつかの内点での関数値か ら,式(2.27),(2.28>の ∂〃ザ/∂ηやW鉱 を

求める・任意の点での関数の補関値 は・計算 された∂〃ザ/∂η,〃娼 を用 いて,式(2、27)よ り計算す る.以 下,

式(2.27)お よび(2.28)を 離散化 に際 し,境 界に対 して一定要素を用い ることにする.曜(0を 成分 に持 っベ

ク トルWp∂ 〃ザrgノ/∂ ηを成 分に持 つベ ク トル をVf,砂 蜘 加ノを成分 に持つベ ク トルをwfと し,ρ お よび

gは 内点を示す もの とす る.式(2.27)を 離散化す る と次式が得 られ る【11。

た だ し,Hl,G1,H2,G2お よ びG9は,点1で 離 散 化 し,薦 ・で 面 積 分 を 行 っ た 場 合,次 式 の 成 分 を 持 っ マ

ト リ ッ ク ス で あ る.

ただ し,上 添 え字Pは 畷 を与 える点であるこ とを示す.W敷P)に 関 して式(2.28)よ り次式が得 られ る.

また,式(2.27)に お いて,値W(pP)の 内点 を活用する と次式が得 られ る.

た だ し,H3,G3,H4,G4お よ びGlは,次 式 の 成 分 を 持 つ マ トリ ッ ク ス で あ る.

ρ ∂7YηPO♪



上式 よ りV1,V2お よびwfを 求めることができる.任 意点の補間値は,求 め られたV1 ,V2,W『 を用 いて式

(2.27)よ り計算す る.式(2.62)で はW2=0と 置 いたが,面 対称の所 ではV2=0と 置いてもよい.一 定要素 を用

い,境 界を 焼 分割 し,内 点 を ノV1点使用 した場合,(2ハ も+2Vl)次 の連立方程式を解かなければな らない .な

お,鼻3と し,体 分布調和関数 を用 いない場合 は(3瑞+ハ11)次 の連立方程式 を解 かなければな らない.

式(2.50),(2.52)の 計算において 戸ノの場合の成分の計算方法を示す.四 角形一定要素を使用す る場合,図

5(a)の よ うに要素 を分割 し,図5(b)の 記号を使用す る と,次 式の積分で計算す ることができる【1】.

たた し,躍 θは二角形の面積である.

数値積分の場合 式(2。39)の数値積分の式 も上記 と同様 に離散化す ることがで きる.

(a) Element

Fig. 5. Notation for integral

(b) Co-ordinates
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積 分 値 は,式(2.62)よ り求 め られ たV1,V2,wfを 代 入 す る こ と に よ っ て 計 算 され る.

3.活 用 例

外形の形状お よび内点が与 えられた場合の補間例 を示す.図6(a),(b)に1辺 の長 さは10の 立方体の要素

分割 と内点の例 を示す.立 方体の表面の値 を1と し,ボ トル容器 の表面点(白 丸)を0と し,ボ トル容器 の

内点の黒丸を一1と する.図7(a)に 体分布多重調和関数7云 を用いて補間 した場合の例を,図6(a)に おける

戸5に お ける断面で示す.こ の図よ り,こ の補間は立体形状 を作成す ることに使用 できることが分かる.っ

ま り,レ イ トレーシングによ り,値 が0の 面を探査 し,そ の表面点の法線 を式(2.30>を 用 いて計算す るこ と

によ り,立 体 をCRT上 に表示す ることができる[10】.図7(b)に,こ の ように して得 られた立体の例 を示す.

方程式の数 を 」聾2と し,関 数 ろ を用いた場合 を図7(c>に 示す.こ の例か ら分か るように 、酷2を 用いた場

合,連 続(Oo)で はあ るが滑 らかな補間が得 られない.小 さな窪みは,指 定 した表面点 である.ま た,」聾3

とし,関 数 ろ を用いた場合,図7(d)に 示す よ うに滑 らかな補間が得 られ るが,角 部の補間が乱れ ているこ

とが分かる.な お,半 径 滋 は最 も近い他の表面点または 内点 までの距離の112と した.

この補間は図7の よ うな単純 な形状 である必要はな く,図8(a)の ミロの ビーナスの表面点か ら図8(b)の

形状 を得るこ とができる.

次 に,次 式 の三重積分の数値積分 を行 った.

図蜘 に境一 分割と使用した内点を示括1・ とした場合 上式の厳密なイ直は〔夢1=258・L

であ り,式(2,39)を 用いた数値積 分の値 は259.0で あった.た だ し,境 界 は一定要素 を使用 し,領 域境界の

面積分には8点 ガ ウス積分 を使用 した.数 値積分の精度 は,境 界要素数 と内点を増加す ると向上す る.」聾3

とし,体分布多重調和関数 を使用 しない場合,PentiumIVのCPUを 用いた計算時 間は5.02倍 必要 とな り,

計算値は不安定性 のため239.5と なった.∫ と3の 場合 には,境 界の分割数多 くす ると逆に計算誤差が増加

し,値 が減少する傾向があった.プ ログラム作成 を容易にす るた めに,一 定要素 を使用 したが,数 値積分の

精度 を向上 させ るには境界に対 して高次の要素 を使用す る必要 がある.

(a) Boundary

 Fig. 6.

(b) Internal points

 Interpolation using integral equation (Bottle)
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(a) Contour line  (y=5,  T2A) (b) Obtained shape  (T2A  )

(c) Obtained shape  (T2  ) (d) Contour lines  (T3  )

Fig. 7. Interpolation using integral equation (Bottle)

(a) Surface points

Fig. 8.

(b) Obtained shape  (T2A  )

Interpolation using integral equation (Venus de Milo)



日本応 用数理学会論文誌Vol,14,No.3,2004

(a) Boundary discretization

Fig. 9. Triple integral (C

(b) Internal points

ube)

次に,図10(a)に 示す 中空円筒 の114領 域 の数値積分を行った.被 積分関数 を 脳砂 ま次式で与 えられ るも

のとす る.

内 半 径8=10,外 半 径 炉30,高 さ 厚=20と し,図10(b)の 内 点(11×7×7)を 使 用 し た.

4

厳 密な積分値 乃は6283.16_で あ り,数 値 計算値は6319.44で あ り,相 対誤差は0,58%で あった .数 値積

分 の精度を向上 させるには境界 に対 して高次の要素 を使用する必要がある.
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4.結 言

体分布多重調和関数および積分方程式を用いた三次元補間法を提案した.本補間法では任意外形形状の領

域内の関数が補間できるので,従 来のスプライン関数を用いる場合に比べて活用 しやすい.ま た,同 様に本

数値積分法は任意外形形状の領域での数値積分が可能であ り,積 分点も任意の位置に置くことができ,実 用

上有効である.三 次元問題の場合,体 分布多重調和関数を使用することにより,多 重調和関数を使用する場

合に比べて,安 定 した補間が得られ,し かも計算時間が短縮することができる.数 値積分において重要な計

算精度の向上に関する研究を今後行 う予定である.
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