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下級財 を含む場合の乗法分離型効用関数の

特性 と効用の変化率

藤 本 正 樹

概要 本稿 は二財 のうち一方 が下級財 となる場合 の乗法分離型効用関数 の特性 を研究 してい

る。 この場合 には,下 級財 か ら得 られる効用 の変化率 が消費量 の増加 とと もに逓減 し上級財

か ら得 られる効用 の変化率 が消費量 の増加 とと もに逓増す ることが示 される。 さ らに,効 用

の変化率 の変化 と限界代替率 の変化 の関係,そ れ と無差別 曲線 の形状 の関係,そ れと限界代

替率逓減 の条件 の関係 を調べ ている。 その後 に,上 記 の結果 を利用 して下級財 を含 む場合 の

効用 関数 の例 を三つ示 している。一番 目は,上 級財 の効用 が凸関数 と指数 関数 を使 って表 さ

れている例 である。 二番 目は,古 典的なWoldandJureen(1953)の 例を特殊 ケースと し

て含 む上級財 の効用 が一次 関数(単 調減少)の 負 のべき乗 によ って表 されている例 である。

三番 目は,上 級財 の効用 が二次 関数(単 調減少)の 負 のべき乗 によって表 されている例 であ

る。

キーワー ド 上級財,下 級財,乗 法分離型効用 関数,効 用 の変化率 の変化,ギ ッフ ェン財
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第11巻 第1号

1.序

下 級 財 とは,消 費 者 の所 得(あ る い は予 算)が 増 加 す る の に つ れ て そ の消 費 量 が減 少 す

る よ うな財 で あ る。 消費 者 に よ る予 算 制 約 下 で の効 用 最 大 化 行 動 を考 え た とき に どの よ う

な財 が下 級 財 に な る の か の判 断 は,ス ル ツ キ ー方 程 式 の所 得 効 果 の符 号 を使 うの が一 般 的

で あ る(1)。藤 本(2009)は,二 財 の う ち一 方 が下 級 財 とな る場 合 と して あ り得 る ケ ー ス を

所 得 効 果 の 符 号 を 使 い消 去 法 に よ って リス トア ッ プ した(2)。そ の 第 一 に は,加 法 分 離 型 効

用 関数 で下 級 財 の効 用 が 凹 関数,上 級 財 の効 用 が 凸 関数 で表 さ れ て い る ケ ー ス が あ る。 こ

の ケ ー ス は現 れ る 関数 の性 質 が扱 い や す く,ま た そ の性 質 を持 つ 関数 が数 多 い た め,古 く

か ら多 くの 関数 例 が 提 示 され て き た。 例 え ば,Liebhafsky(1969)は 下 級 財 の 効 用 関数

が対 数 関数 で上 級 財 の効 用 関数 が下 に 凸 な二 次 関数 の例 で上 級 財 ・下 級 財 の場 合 を扱 って

い る。 またSilberbergandWalker(1984)は,Liebhafsky(1969)の 効 用 関 数 に マ イ

ナ ス 下 級 財 の 消 費 量 の 一 次 の 項 を 付 け 加 え て 同 様 の 場 合 を 扱 っ て い る(3)。 ま た 三 土

(1992)で は,相 対 的 リス ク 回避 度 一 定 の 効 用 関数 の一 次 結 合 と な る加 法 分 離 型 関 数 に対

して,縦 線 が先 す ぼ ま りに な って左 上 へ と密 集 す る よ うな変 数 変 換 を行 う こ とで一 方 が下

級 財 とな る効 用 関 数 を 構 成 して い る。 さ らにSpiegel(1994,1997)は,下 級 財 の効 用 関

数 と して上 に 凸 な二 次 関数 で最 大 値 以 降一 定 値 を取 る もの を,そ して上 級 財 の効 用 関数 と

して下 に 凸 な二 次 関数 を使 って い る(4)。

リス トの第 二 の グ ル ー プ に は,効 用 関数 の交 差 偏 導 関数 が負 とな る ケ ー ス が あ る。 この

ケ ー ス で は下 級 財 の効 用 が 凹関 数 で 表 され る こ と に特 徴 が あ り,上 級 財 の 効用 は 凹,線 型,

凸 関 数 の ど れ で も良 い。 この ケ ー ス の 関 数 例 と して は,ま ずVandermeulen(1972)の

二 変 数 の べ き乗 の積(下 級 財 の 消費 量 に つ い て減 少 で上 級 財 の 消費 量 に つ い て は 凸)マ イ

ナ ス下 級 財 の 消費 量 の 負 の べ き乗 とな る 関数 が あ る。 そ れ以 外 に は,二 変 数 の和 の べ き乗

(1)財 が下 級 財,あ る い は上 級 財 と な る た め の スル ツ キ ー方 程 式 に よ る十 分 条 件 につ い て は,上 級

の ミク ロ経 済 学 の テ キ ス ト,例 え ば,西 村(1990)やVarian(1991)な どを参 照 の こ と。

(2)本 稿 で の第 一 グル ー プ が藤 本(2009)で の ケ ー ス6,第 ニ グ ル ー プが3,4,5に,第 三 グ ル ー

プ が ケ ー ス1,2,7に 当 た っ て い る。

(3)こ の よ う な項 の追 加 が行 わ れ る の は,そ の こ と に よ って興 味 深 い特 殊 ケ ー ス で あ る ギ ッフ ェ ン

財 の 場 合 が 扱 え る か らで あ る。 この 結 果 はVandermeulen(1972)に よ る幾 何 学 的必 要 十 分 条

件(p.454の(1)式)を 満 た す よ うな財 空 間 の部 分 集 合 が 非 空 集 合 とな る のか ど うか を調 べ る こ と

で確 認 で き る。

(4)鵜 沢(2007)は,コ ン ピ ュー タ ソ フ トのMATHEMATICAを 使 って,こ れ らの 例 と さ らに

最 近 出 さ れ た例 を含 む多 くの効 用 関数 につ い て3次 元 グ ラ フ と等 高 線 を描 き,そ れ らの グ ラ フ の

特 徴 を論 じて い る。
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マ イ ナ ス下 級 財 の 消 費 量 の べ き乗 と な る,一 方 の 生 産 要 素 が 下 級 財 とな るEpsteinand

Spiegel(2000)の 生 産 関 数 を 効 用 関 数 と して 使 ったWeber(2001)の 議 論 や,Doi,

Iwasa,Shimomura(2009)(以 下Doietal.(2009))に よ る下 級 財 と上 級 財 の 消 費 量

の対 数 関数 の和 マ イ ナ ス両 財 の 消費 量 の積 とな る 関数 が知 られ て い る。 これ らの例 で の効

用 関数 は,下 級 財 の 消費 量 に つ い て も上 級 財 の 消費 量 に つ い て も凹 関数 とな って い る。

第 三 の グル ー プ には,乗 法 分 離 型 の ケ ー スを含 む効 用 関数 の交 差偏 導 関数 が正 とな るケ ー

ス が あ る。 この ケ ー ス で は上 級 財 の効 用 が 凸 関数 で表 さ れ る こ とに特 徴 が あ り,下 級 財 の

効 用 関数 の方 は 凹,線 型,凸 関数 の どれ で も良 い。 この ケ ー ス の研 究 は加 法 分 離 型 の ケ ー

ス ほ ど盛 ん で は な く,Liebhafsky(1969)は 交 差 偏 導 関数 が 正 とな る場 合 の ス ル ツ キ ー

の安 定 性 条 件 を使 った分 析 が さ らな る興 味深 い研 究 テ ー マ とな る と しな が ら も,そ の た め

の 関数 と して加 法 分 離 型 関数 を二 乗(つ ま り単 調 増 加 変 換)し た もの を勧 め る な ど,加 法

分 離 型 の ケ ー ス の延 長 線 上 に あ る ケ ー ス と捕 らえ られ て い る よ うで あ る。 具 体 的 な 関数 例

も,WoldandJureen(1953)に よ る乗 法 分 離 型 の例 が知 られ て い る程 度 で あ る。

本 稿 で は乗 法 分 離 的 な 関数 の ケ ー ス を対 象 と して効 用 関数 の性 質 を理 論 的 に研 究 す る。

乗 法 分 離 型 効 用 関数 を対 象 とす る場 合 の メ リ ッ トは,消 費 者 の効 用 を通 じた財 の相 互 連 関

を考 慮 で き る とい う こ とだ け で は な く,技 術 的 に も効 用 の 「単 調 増 加 性 」 や 「強 い意 味 で

の準 凹性 」 な どの基 本 的 な条 件 によ って 関数 の定 義 域 が制 限 され に くい とい う こ とが あ る。

この 点 に 関 して はLiebhafsky(1969)の 言 う よ うに加 法 分 離 型 関数 の 二 乗 を使 っ て は上

手 くい か な い(5)。(以 下,下 級 財 の 消 費 量 を 横 軸 に上 級 財 の消 費 量 を 縦 軸 に と る こ と とす

る。)例 え ば,Liebhafsky(1969)の 加 法 分 離 型 効 用 関 数 の例 で は 「限 界 代 替 率 の逓 減 」

の た め に上 級 財 の 消 費 量 が 一 定 値 よ り大 き くな らな け れ ば な ら な い 。 ま たSilberberg

andWalker(1984)の 加 法 分 離 型 の 例 で は,「 限 界 代 替 率 の 逓 減 」 の た め に あ る右 下 が

りの直 線 の右 上 側 に定 義 域 が制 限 さ れ,ま た 「下 級 財 の 限界 効 用 が正 」 とな る た め に そ の

消費 量 が一 定 以 下 の と きだ け に制 限 され て い る。 そ してSpiegel(1994,1997)の 加 法 分

離 型 の例 で も定 義 域 に 同様 の制 限 が現 れ る の で,下 級 財 の 限界 効 用 が ゼ ロ とな る消 費量 以

上 で は下 級 財 の 効 用 は定 数 と され て い る。 交 差 偏 導 関数 が 負 の 場 合 で も,Vandermeulen

(1972)の 例 で は 「限 界 代 替 率 の 逓 減 」 の た め に あ る右 下 が りの 曲 線 に よ って 左 下 側 か ら,

ま た 「下 級 財 の 限界 効 用 が正 」 で あ る た め に別 の右 下 が りの 曲線 に よ って右 上 側 か ら定 義

域 が制 限 され て い る。 ま た,Weber(2001)の 例 で は 「下 級 財 の 限界 効 用 が正 」 とな る た

(5)こ のことの証 明は巻末 の付録 で行 う。 ここではまず 限界代替率 が序数 的効用 の概念 であること

に注意 されたい。
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めにある右下がりの曲線によって右側から定義域が制限されている。同様にDoietal.

(2009)の 例でも 「下級財の限界効用が正」となる領域はある右下がりの曲線の左下側だ

けであり,そ の右上側では下級財の限界効用がゼロとなる関数がスムーズに接続されてい

る。 これ らの制 限の内でVandermeulen(1972),SilberbergandWalker(1984),

Spiegel(1994,1997),Doietal.(2009)に 見 られる 「その上で下級財の限界効用がゼロ

となる(無 差別曲線が水平 となる)右 下がりの曲線(あ るいは垂直線)」 による制限は,

Vandermeulen(1972,p.457)に よって 「効用の飽和」と呼ばれており,ギ ッフェン財の

場合の必要条件だとされている(し か し3.1節の(例3.1)に よれば,こ の種の制限は必ず

しも必要ではない)。そ して,「 限界代替率の逓減」による左下からの制限は関数形による

ものである。それらに対 して,乗 法分離型の場合にはWoldandJureen(1953)の 例を

特殊ケースとして含むクラスの関数を考えれば,パ ラメータの値を適切に決めることで定

義域は右上側や左下側からの制限は受けない(た だし,彼 らのオリジナルはギッフェン財

を考えているため,ギ ッフェン財の消費量が正でありそのときの効用が正かつ有限となる

ために定義域が左側 と上側から制限されている)。

本稿では,下 級財を含む場合の乗法分離型効用関数の性質 とその経済学的インプリケー

ション,さ らにそれを構成する関数の性質 と見つけ方を明らかにする。そのときに中心 と

なる概念が 「効用の変化率の変化」である。 これを使えば,下 級財を含む場合 とは上級財

の効用の変化率が逓増 し下級財の効用の変化率が逓減 しているときであると言 うことがで

きる。 この概念が現れてくるのは以下の理由による。一般に,上 級財 と下級財の関係は二

財の限界代替率がそれぞれの消費量の変化によってどのように変化するのかというところ

に現れて くるのである(補 論を参照されたい)。 その結果として乗法分離型の場合では,

限界代替率の分母 ・分子に現れる効用の変化率の変化によって上級財 と下級財の関係が特

徴づけられるのである。以上の結果は,第 一グループである加法分離型の場合に限界効用

の変化(効 用関数の二階微分)が 果たしているのと同じ役割を,乗 法分離型の場合には効

用の変化率の変化が果たしているのだと理解することができる。さらに,限 界代替率の変

化の仕方を通 じて,効 用の変化率の変化の仕方が持つ経済学的意味も分かり,下 級財があ

る場合の無差別曲線の形状に見 られる特徴についても分かるのである。

さらに,効 用の変化率の変化 と限界効用の変化の関係を考察すると,効 用の変化率の逓

増(逓 減)は 限界効用の逓増(逓 減)よ りもかなり制約的な(緩 い)条 件であることが分

かる。 このことの含意は以下の三つである。第一に,乗 法分離型のときの下級財は加法分

離型のときよりも非常にありにくいのだということが分かる。第二に,先 ほどの分類での
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第三グループの結果をより正確に言い直す ことができる。正確には,乗 法分離型効用関数

の場合の下級財の効用関数は凹,線 型または変化率が逓減する凸関数であり,上 級財の効

用関数は変化率が逓増する凸関数である。第三に,限 界効用が逓増 していても変化率が逓

減することもあり得るので,グ ラフの形状を見ただけでは変化率の変化は判別が困難なの

だということである。 この点に関しては,本 稿ではグラフを使 った効用の変化率の変化の

簡単な判別法を示 している(2.2節)。

本稿の構成は以下のとおりである。第2節 では最初に,上 級財 と下級財の判別のために

効用の変化率の変化という概念を導入 し(2.1節),そ れと限界代替率の変化との関係,無

差別曲線の形状 との関係(2.2節),さ らに限界代替率逓減の条件 との関係(2.3節)を 示

している。次いで2.4節では,変 化率の変化の仕方 と関数の性質の関係を調べている。そ

こでの結果を使 って,第3節 ではさまざまな関数の性質をチェックし,下 級財を含む場合

の効用関数の例を三つ示 している。一番 目は,上 級財の効用が凸関数 と指数関数を使 って

表 されている例である(例3.1)。 この場合には,限 界代替率逓減のために定義域が下側か

ら制限されるが,一 定の条件の下でギッフェン財の場合 も扱える。二番目は,古 典的な

WoldandJureen(1953)の 例を特殊ケースとして含む上級財の効用関数を一次関数

(単調減少)の 負のべき乗とする例である(例3.3-1)。 このクラスの関数は藤本(2009)

でも検討 したのだが,最 も良い性質を持つ扱いやすい関数例である。三番 目は,上 級財の

効用関数を二次関数(単 調減少)の 負のべき乗 とす るバ リエーションである(例3.3-2)。

この場合は限界代替率の逓減によって定義域が下側から制限されることとなる。第4節 は,

本稿で明らかにした変化率が逓増 ・逓減する関数の性質を,変 化率が逓増する関数を見つ

ける手続きを通 じて体系化 している。最後に補論では,上 級財,下 級財 とギッフェン財の

区別 と限界代替率の変化の関係についての一般論を展開している。

2.上 級財,下 級財 と乗法分離型効用関数の性質

2.1上 級財 ・下級財の区別と財の効用の変化率

ここでは,乗 法分離型効用関数 として

σ 一 ∫(のs(∬ 、)

を考 え る。 こ こで,記 号 ∬、は 下 級 財(財 乞と呼 ぶ)の 消 費 量,∬ 、は上 級 財(財sと 呼 ぶ)
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の 消 費 量 を表 す。 同様 に,関 数 ∫は下 級 財 か ら得 られ る効 用 を,関 数Sは 上 級 財 か らの

効 用 を表 す。 す る と,各 財 の 消費 量 に よ る偏 微 分 は:

α 一 ∫'(∬ゴ)S(∬、),の 一 ∫"(灘∂S(∬ 、),α 、-1ノ(灘 ∂Sノ(∬、)一 恥

砿=∫(」 じ3)Sノ(∬、),砿 、=∫(銑)S"(∬ 、)

とな る。 こ こで,記 号 は 通 常 ど お り α 一 ∂σ/∂銑 な どで あ り,下 付 の 文 字 は どの 財 の消

費 量 で微 分 して い る か を表 して い る。 これ らの偏 微 分 に つ い て は,各 財 の効 用 が正 で あ る

こ と と限界 効 用 が正 で あ る こ とを基 本 的 な前 提 とす る。

基 本 的前 提:各 財 の消 費 量 が 正 で あ る場 合 に は,効 用 は正 ∫(∬f)>0,S(∬ 、)>0で あ り,

か つ 限界 効 用 も正 ∫'(」じ∫)>0,S'(∬,)>0,で あ る とす る。

ま ず,財 ∫の財sで 測 っ た限 界 代 替 率 が逓 減 して い る とす る(限 界 代 替 率 逓 減 の条 件 に

つ い て は2.3節 で 改 めて 検 討 す る):

(条件A)議 職 幅)一 一孟 憺
。_)〈 ・

この とき,財 ゴが下 級 財 で あ るた め の十 分 条 件 は,そ の 所 得 効 果 の 符 号 が 負 と な る こ とよ

り(6),

(条 件B)砿 α 、一 α 砿 、一 ∫艦)∫ ノ(∬f)[(S'(灘 、))2-S(∬ 、)S"(∬,)]〈0

が満たされている。上記の基本的前提より,こ こでの場合には上級財sか らの効用Sの

方が条件:

・<細 く器(1)

を満たす。 また,財sが 上級財 となるための十分条件は,そ の所得効果が正 となること

より

(6)こ の 条 件 につ い て は,例 え ば,西 村(1990)の 第3章 の3.5補 論 やVarian(1991)の8.4節 な

ど を参 照 さ れ た い。
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(条 件C)α 賑 一 砿 傷 一S(灘 、)S'(∬ 、)[(∫ ノ(銑))2-∫(銑)∫"(灘 ρ]>0

を満たす。よって,基 本的前提の下では下級財 ゴか らの効用∫の方が条件:

留>1;1潔(2)

を満たす。 これらの条件式(1)と(2)より,一 方の財の消費者にとっての特性はそれ自体から

の効用ではなく他方の財からの効用の性質によって決まってくることが分かる。 この結果

は加法分離型のケースで良く知 られた結果 と同様である。

本稿では,上 級財の十分条件(1)が満たされるような場合を 「効用の変化率が逓増するケー

ス」と,そ して下級財の十分条件(2)が満たされる場合を 「効用の変化率が逓減するケース」

と呼ぶ。

ここで,本 稿全体での関数記号の使い分 けについての決め事を してお く。以下では,

「効用」,「上級財」や 「下級財」など,対 象の経済学的な意味を含めて議論する場合には,

関数記号 σ,∫やSな どを用いる。それに対 して,特 に経済学的な意味を含まない関数の

性質を議論する場合には,関 数記号FやGな どを使うことにする(7)。

2.2効 用の変化率の変化:幾 何学的特徴と経済学的インプ リケーション

ここからは,効 用の変化率の変化の仕方 と関数の性質の関係を明らかにしていく。まず

は,そ の呼び方の由来 となる,商 の微分の符号 と分母 ・分子の変化率の大小関係による以

下の結果を示 しておく。

命 題1.関 数F:S→R(任 意 の ∬∈Xに 対 してF(∬)>0か つF'(∬)>0)が 条 件 式:

Fノ(∬)F"(∬)

F(の くF・(の

を 満 た す 必 要 十 分 条 件 は,そ の変 化 率Fノ(の/-F(の が ∬ の 増 加 と と もに増 加 す る(逓 増

す る)こ とで あ る。

(7)前 者の例 と しては,2.2節 の(図 例)や(経 済学的 イ ンプ リケー シ ョン),2.3節 での限界代替

率 との関係,第3節 の効用 関数 の例 などがある。後者 の例 としては,各 命題 や第3節 の関数例 な

どがある。
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逆に,変 化率が 灘の増加とともに減少する(逓 減す る)場 合には,上 記の条件式の不

等号が逆 となる。

証明 関数Fの 変化率を ∬で微分すると,商 の微分より

議(.Fノ⑰)-F(∬))一飾)鴇 鯉)2-(潔)[(多;1鍔)一(需)]

を得 る(8}。任意 の ∬∈Xに 対 してF⑰)>0か つF'⑰)>0で あ る こ とよ り,こ れ らに

よ って上 記 の結 果 が成 立 す る。 証 明終

ここからは,こ の命題1に 出てくる変化率の逓増条件を(条 件D)と,変 化率の逓減条

件を(条 件E)と 呼んでおく。

(図 に よ る説 明)こ こで は,命 題1で 得 られ た結 果 を実 践 的 に活 用 して い くた め に,こ の

命 題 で得 られ た必 要 十 分 条 件 を使 って変 化 率 が逓 増(逓 減)す る場 合 の グ ラ フ の特 徴 を説

明 す る。 今,関 数 〃-F(の(-Fノ>0)の グ ラ フ上 の一 点(灘o,〃o)に お け る接 線 が横 軸 と

交 わ る 点(∬1,0)を 考 え る 。 そ して,△ ∬ 一 ∬o一ガ>0と △〃一 〃o-F(∬o)と お く。

こ の と き 接 線 の 傾 き の 逆 数 は1/Fノ(灘o)一 △酬 △〃 で あ る か ら,こ れ よ り式 △∬ 一

一F⑰o)/-Fノ⑰o)が 得 られ る。 先 の命 題 に よ る と,こ の と きの 横 軸 上 の線 分 の 長 さ △∬(変

化 率 の 逆 数)は,変 化 率 逓 増(逓 減)の ケ ー ス で は 接 点(∬o,〃o)を 右 方 に とれ ば と る ほ

ど小 さ く(大 き く)な って い く こ とが言 え る。

この よ うな幾 何 学 的 な方 法 が使 え れ ば,乗 法 分 離 型 の効 用 関数 の ケ ー ス の三 次 元 グ ラ フ

を描 い た 際 に,そ の特 徴 を よ り正 確 に読 み取 る こ とが で き る。 つ ま り,一 方 の財 の 消費 量

を 固定 して効 用 曲面 を縦 に切 った切 り口 とな る 曲線 を見 た とき に,そ の 曲 が り具 合 が消 費

量 を 固定 した方 の財 を下 級 財 に す る程 度 な の か ど うか を この方 法 で正 確 に調 べ られ る の で

あ る。 以 下 で この方 法 の応 用 例 を経 済 学 で良 く知 られ た二 つ の効 用 関数 に よ って示 す 。

(図例一1)限 界効用が一定である効用関数 σ一∬1物のケース

ここで両財の限界効用が一定である効用関数 σ一苅物 を考える。 この場合,ど ちらの

財の消費量をいくらで固定 しようとも切 り口となる曲線は原点を通る直線であり,ゆ えに

(8)こ の式 を用 いれば第3節 の効用 関数例 での計算 が非常 に簡単 になる。
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そ の 接 線 はそ の直 線 自身 に一 致 す る。 例 え ば,財2の 消 費 量 を 勉 に 固定 して 求 め た横 軸

上 の 線 分 の長 さは △銑 一 球 と な り,接 点 で の財1の 消 費 量 鷲 を 増 加 させ る毎 に大 き く

な る こ とが 分 か る。(定 義 に従 って これ を計 算 す る と △∬1一 σ(球,∬2)/研(球,灘2)一 鷲

とな る。 あ るい は,接 線 と横 軸 との交 点 が 原 点 な の で 耐 一 〇とな る こ とに注 意 され た い。)

そ の こ と か ら財1の 効 用 の 変 化 率 は 逓 減 し,よ って 財2が 上 級 財 と な る こ とが 分 か る。

(財1に つ いて も 同様 。)以 下 の 図1は 財2の 消費 量 を 勉 一1と した と きの グ ラ フで あ る。

容 易 に確 認 で き る よ う に,接 点 が よ り右 方 に あ る と き ほ ど横 軸 上 の線 分 △苅 は長 くな る。
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図1限 界効用が一定 のケース

(図 例 一2)限 界 効 用 が 逓 減 す る コ ブ ・ダ グ ラ ス型 効 用 関 数 σ 一 ∬"履一α(0<α<1)

の ケ ー ス

こ こで は コ ブ ・ダ グ ラス 型 を 考 え る。 この 場 合 に も財2の 消 費 量 を 物 に 固 定 して求 め

た横 軸 上 の 線 分 の長 さ は 同様 の形 とな り,△ 銑=σ(0二 じ1,二じ2)/研(尋,∬2)=球/α とな る。

よ って,先 ほ どの ケ ー ス と 同様 に財1か らの効 用 の 変 化率 は逓 減 し,財2は 上 級 財 と な る。

(こ の 結 果 と先 ほ ど の結 果 の 関係 は,2.4節 で示 され る命題2の 結 果 を 通 じて 理 解 で き る。)
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以 下 の 図2は パ ラ メー タ を α 一 〇.5と ∬2-1と した 場 合 の グ ラ フで あ る。 容 易 に確 認

で き るよ うに,接 点 が 且 一(1,1)の とき の横 軸 上 の 線 分 一8Cの 長 さ △苅 一2よ り も接 点

が 且L(4,2)と な った とき の線 分B℃'の 長 さ △靖 一8の 方 が長 くな って い る。
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図2コ ブ ・ダ グ ラ ス型 の ケ ー ス

(経済学的インプリケーション)こ こでは,命 題1の 経済学的インプリケーションを示す。

そのために,先 ほどの(図 による説明)と は違い効用曲面を横に切 って,そ の切 り口とな

る無差別曲線の傾きである限界代替率を使 う。 ここで限界代替率を考えるのは,一 方が上

級財で他方が下級財 となる両財の関係についての情報が,そ れぞれの財の消費量を変化さ

せたときの限界代替率の変化の仕方に集約されているからである。 どのような財が上級財

や下級財になるのかは消費者の選好によると言われている。また,上 級財や下級財 という

のは二つの財の相対的な関係で決まってくるとも言われている(9)。以下に見るように,上

級財 と下級財の区別が消費者の選好にどのように依存 し,ま たそれらが消費者にとってど

(9)こ れ らの点 につ い て藤 本(2009)で は,標 準 的 な ミク ロ経 済 学 の テ キ ス ト,奥 野 ・鈴 村(1985),

西 村(1995),井 堀(2004),神 戸 ・賓 多 ・濱 田(2006)な ど の記 述 を基 に検 討 して い る。
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のような関係にあるのかということが限界代替率の変化の仕方から分かるのである。

限界代替率 とは,一 方の財の消費を限界的に増加させる場合に,も う一方の財の消費を

どれだけ犠牲にしても良いと考えるのかという,効 用が一定 という条件下での二財の交換

比率である。またそれは,消 費を限界的に増やす一方の財への評価をもう一方の財の消費

と比較する形式で示 したものとも言える(10)。財の性質を特定せずに番号だけで区別すると,

財1の 財2で 測 った限界代替率は,効 用一定の条件4σ 一 研4∬1+の 伽2-0の 下での交

換比率であり,二 財の限界効用の比 となる:

一ル1R∫12(」じ1,」じ2)一 一 叢菱≒

σ_oo　 一 象

ここでは,効 用の変化率の変化 と限界代替率の変化の関係を示すために三つの財を考え

る。一つ目の財 ∫と二つ 目の財ブはともに効用の変化率が逓減するような財,そ して三つ

目の財sは 効用の変化率が逓増するような財であるとする。そ して,二 財の組み合わせ

方を二通 り考える。一番 目の組み合わせは財 ∫と財ブの組(銑 ・∬ブ)を消費するような場合

であ り,二 番目の組み合わせは財 ゴと財 ∫の組(二じ歪,二じ∫)を消費するような場合である。

最初の場合には両方の財が上級財となっているのに対 し,二 番目の場合では財 ゼが下級財

で財sが 上級財となることに注意されたい。

まず,最 初の組み合わせから考える。効用関数が乗法分離型であるために財 ∫の財ブで

測 った限界代替率は二財の効用の変化率の比 となる:

一MRS幽 わ 錫)一 一 鵜 一
(留)

ゆ(ノ 留)

この式中の関数 ノは財ブの効用であり,こ れまでと同様の表記の仕方をしている。 この式

より,消 費者の選好を通 じた二財の相対的な関係はそれぞれの効用の変化率から決まって

くることが分かる。

ここで,二 財の消費量を任意の(η ・∬ブ)に固定 して,そ こから財 ゴの消費量のみを増

(10)こ こ で使 って い る 「交換 比 率 」 とい う言 葉 は 奥 野(2008,p.34)に,ま た 「消 費 水 準 の 限界 的

な評 価 を,も う一 方 の 財 の 消 費 と比 較 す る形 式 で 示 す 」 と い う解 釈 は井 堀(2004,p.77)に 負 っ

て い る。
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加 させた場合の限界代替率の変化と財ブの消費量のみを増加させた場合の限界代替率の変

化を調べる。まず,財 ∫の消費量のみを増加させた場合の限界代替率の変化は,こ の財の

効用の変化率が逓減する(条 件E)こ とから減少 となる:

一 趣 ゆ一懲)〈 ・

そして,財 ブの消費量のみを増加させた場合の限界代替率の変化は,こ の財の効用の変化

率が逓減する(条 件E)こ とから増加する:

一 継 ゆ 一齢 ・孟(1ノ(∬ブ)ノ(
灘ブ))〉・

これらの結果は,両 方の財が上級財である場合には,財 ゼの限界的な消費を財ブの消費 と

比較 した 「相対的な」評価はその財 ゼの消費が大きくなるほど低 くなり,も う一方の財 ブ

の消費が大きくなるほど高 くなることを意味している。 この結果は消費水準が大きくなる

ほどその財の追加的な消費に対 しての評価が低 くなっていくという通常の結果 と整合的で

ある。

それに対 して,上 級財 と下級財の組み合わせの場合にはこれとは全 く異なる結果が得 ら

れる。二財の消費量を任意の(」じ3,二じs)に固定 して,そ こか ら財 ゼ(下級財)の 消費量のみ

を増加 させた場合の限界代替率の変化を求めると,財 ∫の効用の変化率は逓減する(条 件

E)こ とから,こ ちらの方は先ほどの場合 と同様に減少 となる:

∂MRS

ゴ、(」じゼ,灘s)一(条件H) ∂銑

孟(∫ ノ(∬∂∫(灘ρ)

(s'(灘 、)s(∬、))

〈0 (3)

しかし,財s(上 級財)の 消費量のみを増加 させた場合の限界代替率の変化は,こ の財の

効用の変化率が逓増する(条 件D)こ とか ら,先 ほどの場合とは逆に減少 となるのであ
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る(11)

一)訟 一 一一編 畿)<・ (4)

これらの結果を先ほどの結果と比較してみる。すると,財 乞の限界的な消費をもう一方

の財の消費 と比較 した 「相対的な」評価は,組 み合わされるもう一方の財の性質によって

変わって くることが分かる。 もう一方の財が効用の変化率が逓増するような財sで ある

場合には,財 ゼの 「相対的な」評価はどちらの財の消費が増加 した場合にも低 くなってい

くのである。 このことは,下 級財に対する相対的な評価は上級財をより多 く消費 している

ときほど低 くなることを意味する(1オ。これが命題1の 結果から言える上級財と下級財の関

係 で あ る。

当然のことながら,財 の消費の組を動かしたときの限界代替率の変化の仕方は無差別曲

線の形状を決めている。 ここでは,以 上の結果 と無差別曲線の形状の関係を考察する。両

方が上級財である財 ゼと財 ブの組み合わせでは,財 ゼの消費量の増加によって限界代替率

は小 さ くな り財 ブの 消 費 量 の 増 加 に よ っ て それ は大 き くな っ た。 こ こ で,消 費 量 の組 を任

意 の(銑,∬ ブ)に 固定 して そ こか ら両 財 の 消 費 量 を そ れ ぞ れ(d銑,砒 ブ)だ け変 化 させ る こ

とを考える。(条 件F)と(条 件G)よ り,財 ゼの消費量を増加 させ財ブの消費量を減少

さ せ る(4銑>0と 砒 ブ<0)右 下 方 な らば,そ の 範 囲 で ど の 向 き に消 費 の組 を 動 か して

も限界代替率は小 さくなっていき,逆 に財 ゴの消費量を減少 させ財ブの消費量を増加させ

る(砒 、<0と 鵜>0)左 上 方 へ 動 か す な らば,限 界 代 替 率 は 大 き くな って い くこ と が

(ll)Vandermeulen(1972)は 幾何学的 な考察か らこの性質 を指摘 し,こ れを 「下級財 の消費 が効

用 を増加 させる効果 と減少 させ る効果 を同時 に持 ち有 限の消費 の組 で下級財 の限界効用が ゼロと

なる」 ような関数 の性質 か ら 「効用 の飽和」 という言葉 を使 って説明 しよ うと している。 それに

対 して本稿 では,上 級財 の効用 の増加 の程度 か らこの性質 を得 ている。 こち らの方 がスル ツキー

方程式か ら得 られる結果 「一方の財の特性 は他方 の財か ら得 られる効用 の性質か ら決ま っている」

と整 合的で ある と思われ る。 また効用 の増加 の程度 につ いて は,Weber(1997)がWoldand

Jureen(1953)の 効用関数 において上級財 の効用の増加 の程 度(限 界効 用の二階微分)が 大 き

いことには着 目している。

働 加法分離 型 σ=∫(∬ 、)+S(必,)の 場合で も,下 級財の効用 関数 の方 が凹,ズ(∬ 、)<0,で あ り

上 級 財 の効 用 関 数 の方 が 凸,S"(∬ 。)>0,で あ る こ とか ら,限 界 代 替 率 ル択S,。(∬、,∬,)=

1(∬,)/Sノ(灘、)は同様の変化 をす る。2.2節 の判定条件(1)と(2)とこ こでの結 果か ら,加 法分離型 の

場合 に限界効用 を使 って調べ られるこ とと同 じことを乗法分離型 の場合 に調べ るには,効 用 の変

化率 を使 わなければな らないことが分 かる。
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分かる(13)。固定する組はどこにでも任意に取ることができるので,無 差別曲線は常に原点

に向かって凸となっていることが分かる。

他方で,下 級財 ∫と上級財sの 組み合わせでは,任 意に固定した消費の組から下級財 ∫

と上級財sの 消費量をともに増加させる右上方へと消費の組を動かしていくことで限界

代替率は小 さくなっていき,逆 に両財の消費量をともに減少させる左下方へと消費の組を

動かしていくことで限界代替率は大きくなっていくことが(条 件H)と(条 件1)か ら言

える。 このとき,限 界代替率の変化を調べるために固定する点はどこにでも任意に取れる

ことから無差別曲線の傾きは全体的に右上方ほど緩やかで左下方ほど急勾配になると言え

る。以上の理由で,下 級財が含まれる場合の無差別曲線は下級財の消費量が増加する方向

へと末広がりになるという特徴的な形状 となるものと考えられる。

2.3効 用の変化率の変化と限界代替率逓減の条件の関係

前節では,乗 法分離型効用関数の場合に上級財 と下級財を区別するために効用の変化率

の逓増 ・逓減の概念を導入 し,そ の必要十分条件 と経済学的なインプリケーションを取 り

上げた。本節では,さ らにそれらと限界代替率逓減の条件 との関係を示す。限界代替率の

逓減は,ス ルツキー方程式による分析の基礎となる制約条件付最大化問題の一階条件を使 っ

た解法が意味を持つために必要な前提条件 となる。また,そ の分析での上級財 と下級財の

区別にも必要な条件で もある(14)。そこで,効 用関数が変化率の逓増する関数と逓減する関

数の積で表 される場合に限界代替率逓減の条件が満たされるのかを調べるわけである。

いま,財 乞の消費量が限界的に変化 したときの限界代替率の変化は

孟 職(∬z,∬s)一 義 職(夙)+読 職(凧)器
(5)

で あ る。 この式 に2.2節 の(3)式 と(4)式 を代 入 す る と,乗 法 分 離 型 の 場 合 の 変 化 は

義職 卿 一(溜 ゲ

[(s'(∬、)s(∬。))・孟(留)一(留)・ 孟(翻)・ 器]

(13)こ こで,「 その範 囲で どの向 きに動か して も」 とい うの は,同 じ無差別 曲線 上で動かす のか違

う無差別 曲線上へ と動 かす のかに関わ らず とい う意味 である。

(14)限 界代替率 の逓減(効 用 関数 の強 い意 味での準 凹性)を 示す行列式 は所得効果 の項 の分母 にで

て くる。 このことにつ いては西村(1990)の 第3章 の補論 を参照 され たい。

-90(90)一



下級財 を含 む場合 の乗法分離型効用 関数 の特性 と効用 の変化率(藤 本)

とな る。 こ こで,効 用 が一 定 と い う条 件 の 下 で は 一砒 、/4銑 一(1「!(」じゼ)/∫(」じゼ))/(S'(∬ 、)/

S(∬,))で あ り限 界代 替 率 に 等 しい こ とか ら,こ れ を上 式 に代 入 す る こ とで

義職 卿 一(

[(

Sノ(∬ 、)

s(∬,)

Sノ(∬ 、)

s(灘s)

プ

場(留)+(留 暖(細)]

と書き換えることができる。

この式によると,限 界代替率の逓減は負の項(下 級財の効用の変化率の逓減)と 正の項

(上級財の効用の変化率の逓増)の 和が負となることを要求するので,上 級財の効用の変

化率の逓増に上限を与える追加的な制約 となることが分かる。前節の考察を振 り返 ってみ

れば,二 財のうちで一方が下級財 となる条件からは消費の組を右下方や左上方へと動かす

ときの限界代替率の変化については確定 しないので,限 界代替率の逓減によってさらなる

追加的制約が加わるのは当然のことである。 この結果は,上 級財については(条 件D)か

ら(条 件1)が,下 級財については(条 件E)か ら(条 件H)が それぞれ得 られるが,式

(5)から分かるとおり,(条 件H)と(条 件1)の 組み合わせか らは限界代替率の逓減(条

件A)が 必ずしも得 られないのだと整理できる。以上により,一 方が下級財のときを考え

る際に本質的な仮定は,(条 件A)と(条 件H)と(条 件1)の 三つとなることが分かる。

それに対 して,前 節の考察のとおり両財が上級財であるときには限界代替率が必ず逓減

することが確かめられる。 この結果は,乗 法分離型の場合には,両 財について(条 件E)

が満たされることから(条 件F)と(条 件G)が 満たされ,結 果 として式(5)より限界代替

率の逓減(条 件A)が 成立するのだと整理できる。また,(条 件E)が 満たされていると

きに両財は上級財 となる。効用関数が乗法分離型ではない場合でも,(条 件F)と(条 件

G)の 符号を仮定 しておけば結果 として限界代替率の逓減(条 件A)が 満たされ,な おか

つ両財は上級財 となる。以上により,上 級財の組み合わせを考える際に本質的な仮定は限

界代替率の変化についての(条 件F)と(条 件G)で あると言える。

以上で展開した限界代替率の変化 と財の区別についての議論は一般化できる。それにつ

いては補論で展開する。

さらに効用の変化率の変化の項を計算 して上式を整理すれば,限 界代替率が逓減する十

分条件は,基 本的前提 ∫'(灘ρ>0とSノ(∬ 、)>0の 下では,
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(条 件A')

(Sノ(∬。)s(∬、))[G;1詔)一(留)]+(留)[(ミ;1農1)一(書 剖 く・

となることが分かる。以下の節では,限 界代替率の逓減を判定するときにはこの(条 件

A')を 用いる。

次節では,一 方が下級財の場合の効用関数を具体的に構成するために,関 数の変化率の

変化が持つ性質について考察 してみる。

2.4変 化率の変化と関数の性質

本稿で導入 した効用の変化率の逓減 ・逓増は,乗 法分離型効用関数の場合で上級財 と下

級財を区別するために導入されたものである。 ここで,そ の主な性質を二つ取 り上げる。

第一 に,限 界効用の逓増 ・逓減との関係である。2.1節 の式(1)より分かるように,効 用

の変化率が逓増する場合には必ず限界効用が逓増するといえるが,逆 に限界効用が逓増す

るからといって必ず変化率が逓増するわけではない。つまり,変 化率の逓増の方は限界効

用の逓増よりも制約的な条件である。その結果,変 化率の逓減の方は限界効用の逓減より

も弱い条件 となっている。つまり,限 界効用が逓減するような場合には効用の変化率は必

ず逓減するが,逆 に効用の変化率が逓減するからといって必ず しも限界効用が逓減するわ

けではない。限界効用が逓増する場合 もありうる(15)。これらの事実から,上 級財が一般に

ありやすく下級財がありにくいのは,他 方の財を下級財にするような上級財の効用関数が

ありにくいからだと考えられる。言い換えれば,下 級財が特殊な存在 となっているのは,

その財を相対的に下級財の位置に置 くようなもう一方の上級財の方が特殊だからだと言え

よう。現に2.2節の(経 済学的インプ リケーション)で 見たように,あ る財がそれ自体で

は消費者にとって同じものであっても,も う一方の財の効用の変化率が逓増すればその財

は下級財となり,も う一方の財の効用の変化率が逓減すればその財は上級財となって しまっ

た。要するに,そ の財を下級財に位置に置 くような他の財さえ無ければ,ど の財であって

も消費者にとって上級財 となり得るのだ。

(15)藤 本(2009)に おいて,「一方 が下級財で他方 が上級 財 とい うのが あ りうるのは,上 級財 の限

界効用 が逓増 し,下 級財 の限界効用 が逓減 または一定 または逓増す るときである」 というふ うに

両方 に共通する 「逓増す る」の部分が あいまいな結論に終 わって いたのは,判 断に限界効用を使 っ

ていたか らである。本稿 で導入 した効用 の変化率 を使 えば限界効用が逓増す るケースの中で,上

級財 の効用 関数 になる ものと下級財 の効用 関数 になる ものの間に明確 な線 引きを行 うことが出来

る。
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第二の性質は変換についての保存である。効用関数の持つ通常の性質 と同じく正の定数

倍(ス ケール変換)に ついて保存されるだけでなく,そ れ以外の二つの変換によっても変

化率の変化の性質は保存される。その一つは正のべき乗である。そしてもう一つは積であ

る。 これらの変換によってこの性質が保存されるのは以下の理由による。変化率は,そ の

関数の対数をとって変数で微分することによって求められる。 ここで微分演算の線形性を

考えると,対 数での正の実数倍 と和に当たる正のべき乗 と積

109((F(灘))η)=2Z・109(F(∬))と109(F(∬)・G(灘))=109(F(∬))十109(G(灘))

によってのみ変化率の増減 という性質はそのまま保存されるのである。

先ずは正のべき乗の場合の結果を示す。

命 題2.関 数 一F:X→R(任 意 の 灘∈-Xに 対 してF⑰)>0か つF'(の>0)の 変 化 率

が逓 増 す る とす る。

Fノ(∬)F"(∬)o<

Fω 〈F・ ω

す る と,こ の 関 数 の正 の べ き 乗 とな る関 数0⑰)=(一F(∬))η(η>0)で も変 化 率 が逓

増 す る:

0ノ(灘)0"(灘)o<

oω<o・ ω

逆 にFの 変 化 率 が 逓 減 す る と き に は θ の 変 化 率 も逓 減 す る。

証 明 関数Gを 灘∈Xで 微 分 す る と

σ(∬)η(F(∬))"-1・F!(灘)>0

と

θノ(∬)Fノ(∬)>0
=η

o(∬)F(灘)
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が得 られる。 これらのうち変化率の方をさらに∬∈Xで 微分すると以下の式を得る:

議(ぴ(∬)o(∬))一η話(鵬)

よって命題1よ り,η>0の ときには関数Fの 変化率が逓増(逓 減)す れば関数0の 変

化率 も逓増(逓 減)す ると言える。 証明終

このように,微 分するたびに右肩のべき乗が一つずつ下がり新たにかかってくる係数が

一つずつ小さくなるような変換では,変 化率の変化 という性質は保存されるのである。

(例)単 調 増 加 一 次 関数F(∬)=α+β ∬(max[0,一 α/β]<∬,β>0)の べ き乗 の例

こ こで は命 題2の 応 用 と して単 調 増 加 な一 次 関 数 の べ き乗 を考 え る。 まず,一 次 関 数

F(∬)一 α+β ∬ に つ い て は 以 下 の 結 果 が 得 られ る 。 定 義 域 がmax[0,一 α/β]<灘 よ り

F(∬)>0(16),パ ラ メ ー タ が β>0よ り.Fノ(∬)>0と な り,さ らに変 化 率 の 逓 減 が 見 られ

る:

Fノ(∬)
_β 〉_色_・F"(∬)

Fノ(のF(∬)α+β灘 β

命 題2に よれ ば,定 数 α の 符 号 に よ らず,一 次 関数 の 正 の べ き乗 の 場 合 に は η>0が ど

ん な に大 き くて も変 化 率 は逓 減 す る の で あ る。

後 に3.3節 で示す ように,一 次関数のべき乗の場合にはもとの一次 関数が単調増加

一F'(の>0と いう基本的前提を満たさないことを許 してやれば,負 の η<0の ときに変

化率が逓増するケースが見つかる。当然のことながら,そ のときにべき乗 して得 られた関

数は正かつ単調増加であり基本的前提を満たす。

続いては積の場合の結果である。

命 題3.関 数 一F:-X→R(任 意 の 灘∈-Xに 対 し てF(∬)>0か つ 一Fノ(∬)>0)と

θ:X→R(任 意 の ∬ ∈Xに 対 してG⑰)>0か つ び ⑰)>0)の 変 化 率 が と も に逓 増

(16)こ こ で,記 号max[α,δ]と い うの は通 常 どお り α と δの うち で大 き い方 を 表 して い る。
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す る とす る。

・<需 く多紹 かつ・<器 く暑;1窒1

す る と,こ れ らの 関数 の積 とな る 関数 ∬(∬)-F(∬)0⑰)で も変 化 率 が逓 増 す る

∬!(∬)π"(∬)o<

E(の くH・(の

逆にFと0の 変化率がともに逓減するときには∬ の変化率 も逓減する。

証明 関数 π を ∬∈Xで 微分すると

Hノ(灘)-Fノ(∬)0(灘)十F(灘)び(∬)>0

と

∬!(∬)F!(∬)θ!(∬)

EωFω+Gω>o

が得 られる。 これらのうち変化率の方をさらに∬∈Xで 微分すると以下の式を得る

器(瑠)一 器(需)+謀 需)

よって命題1よ り,関 数Fと 関数 θの変化率がともに逓増(逓 減)す れば関数 ∬ の変

化率 も逓増(逓 減)す ると言える。 証明終

本節の命題2と その例,そ して命題3の 結果から,代 数的な演算によって得 られる関数

ではことごとく変化率が逓減することが分かる。先ず1次 式がそうでありその積 とべき乗

によって得 られる因数分解可能な多項式 もそうである。さらに次の第3節 から分かるよう

に,初 等関数の場合にも変化率が逓増するような関数はなかなか見つからないのである。
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3.下 級財を含む場合の効用関数の例

本節ではさらに効用の変化率が逓増する関数 と逓減する関数を見つけ出し,下 級財を含

む場合の効用関数の例を示す。 また,本 節で関数を表す ときには重複をいとわず記号F

を使 っていく。

3.1指 数 関 数 の ケ ー ス

ま ず は,絶 対 的 リス ク 回避 度 一 定 の効 用 関数(指 数 関数)を 考 え る(17)。

F(∬)=-exp(一 γ二じ)

こ こで,記 号 γ>0は 一 定 の 絶 対 的 リス ク回 避 度 γ一 一一F"⑰)/-Fノ(の で あ る。 こ の 関数

に つ い て以 下 の結 果 が得 られ る。

F!(∬)一 γexp(一 γ∬)>0,F"(灘)一 一 γ2exp(一 γ∬)〈0

よ って,

Fノ(∬)F"(∬)

Fω=F・(-x)=一 γ

これ よ り,絶 対 的 リス ク 回避 度 一 定 で特 徴 付 け られ る効 用 関数 が各 財 の効 用 水 準 を表 す 場

合 に は どち らの財 も下 級 財 に は な らな い。 そ の原 因 は,指 数 関数 の 中 に あ る の が一 次 関数

で あ る こ とで あ る。 そ うで あ る と,式 中 に マ イ ナ ス の 項 が含 まれ な か った と して も,そ

の 結 果 と して 関 数 が 凸 関 数 に な っ た と して も最 後 の 結 果 は 同 じ に な る。 実 際,関 数

一F(の 一exp(γ の の 場 合 に は 以 下 の 結 果 が 得 られ る:

F!(∬)一 γexp(γ ∬)>0,F"(灘)一 γ2exp(γ ∬)>0

でも

(17)リ ス ク 回避 度 一 定 の効 用 関数 につ い て は,例 え ば,Laffont(1985)等 を 参 照 の こ と。
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下級財 を含 む場合 の乗法分離型効用 関数 の特1生と効用 の変化率(藤 本)

Fノ(∬)F"(∬)

F(の 一Fノ(X)=γ

以 下 で は,中 に あ る 関数 が 凸 関数 で あ る とそ の変 化 率 が逓 増 す る こ とを示 す 。

命 題4.凸 関数 ∫:-X→R(任 意 の 灘 ∈-Xに 対 して ∫'(の>0か つ ∫"(の>0)に 対 し

て,F(の 一exp(∫ ⑰))で 定 義 で き る関数 の変 化 率 は逓 増 す る:

F!(∬)F"(∬)o<

Fω<F・ ω

逆 に ∫が 凹 関数 で あ るな らばFの 変 化 率 は逓 減 す る。

証 明 関数Fを 灘∈-Xで 微 分 す る と,合 成 関数 の微 分 よ り

F!(灘)=exp(プ(灘))・ プノ(灘)>0

と

.F!(∬) 一 ∫ノ⑰)>0

-F(∬)

が得 られ る。 この と き命 題1よ り,関 数 ∫が 凸 関 数(凹 関 数)で あ れ ば 関 数Fの 変 化 率

は逓 増(逓 減)す る と言 え る:

議(一Fノ⑰)F(∬))一爾

これによって上記の結果が得 られた。 証明終

以下で凸関数の指数変換を使 った効用関数の例を示す。

(例3.1)指 数関数を使った効用関数の例

ここで,乗 法分離型効用関数:

σ 一 ∫(∬∫)s(∬ 、)
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∫(∬∂ 一(α ゴ+β拶 ∫)鯛(β ゴ>0,㎜>0)か つS(灘 、)exp(灘 罫)(η>1)

を考 え る。 さ らに,各 財 の 消 費 量 の 範 囲 をmax[0,一 αノβ∫]〈 銑 と 灘、>0と す る。 こ こ

で は,下 級 財 の効 用 関数 ∫を命 題2の 方 法 に よ って得 られ る一 次 関数(単 調 増 加)の 正 の

べ き乗 と して お く。 この とき下 級 財 の効 用 関数 ∫につ いて は

留 一畿>q
∫"(」じ∫)∫!(銑)

∫!(鍛)∫(鍛)
=β ゴ<0

α歪+β勘

が得 られる。そして上級財の効用関数Sに ついては,先 の命題3で の議論により,

細 一畷一1>q§;1謂
s'(二 じ∫)

s(∬ 、)

η 一1
=>0

灘s

が得 られ る。 限界 代 替 率 が 逓 減 す るの は,2.3節 の(条 件A')が 満 た され る と きな の で,

この場 合 で は条 件 式:

畷 一1[β ゴα
ゴ+β論]+[傷 鴇]・[η 云']<・

が満たされなければならない。上級財と下級財の消費量は∬、>0か つ 銑>0な ので,こ

の条件式は

瓢 η一1)耀 〉

とな る。 こ こで は下 級 財 の 消 費 量 がmax[0,一 αノβ∫]〈 銑 と な って い る た め,パ ラ メ ー

タ 傷 の 符 号 は 限界 代 替 率 の 逓 減 に は無 関係 とな っ て い る。 こ こで,例 え ば パ ラ メ ー タ を

祝 一1/2と η 一2に す る と,限 界 代 替 率 は上 級 財 の消 費 量 が 灘、>1/2な らば逓 減 す る。

以 下 で は この 場 合 の グ ラ フ を 図3に 示 して お く(ユ紛。 グラ フの 中 で は確 か に左 側 の軸 に と っ

た 上 級 財 の 消 費 量 が 灘、<0.5と な る領 域 で無 差 別 曲 線 が 原 点 に向 か って 凹 と な る部 分 が

個 この グ ラ フ は,パ ラ メ ー タ が 偽=-0.1と 隅=1,定 義 域 が0.1〈 銑 ≦2か つ0≦ ∬、≦2で

値 域 が0≦ σ ≦40で 描 い て い る。 左 奥 の平 面 ∬、=2上 に 見 られ る曲 線 が 凹 関数 σ=～ 獅T

exp(4)の グ ラ フで,右 奥 の 平 面 銑=2上 に見 られ る 曲線 が 凸 関 数 σ 一 ～圧 百一exp(環)の グ ラ フ で

あ る。 これ ら の 曲線 に2.2節 の(図 に よ る説 明)の 方 法 を適 用 す れ ば,こ の グ ラ フか ら よ り正 確

な情 報 が読 み取 れ る。
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下級財 を含 む場合 の乗法分離型効用 関数 の特性 と効用 の変化率(藤 本)

あ る こ とが 見 て取 れ る。 ち な み に,パ ラ メ ー タ が α、<0で あ れ ば条 件:

・<辮(η 一1)<郡 藷
銑 瓢 ㌃')

を満 た す領 域 に お い て財1は ギ ッフ ェ ン財 とな る(19)。

κ3

図3指 数関数 を使 った例

3.2対 数 関 数 の ケ ー ス

次 い で,相 対 的 リス ク回避 度 一 定 の効 用 関数(対 数 関数)を 考 え る。

F(∬)-109(灘)

この と き に は相 対 的 リス ク 回避 度 は γ一 一灘一F"⑰)/-F'(の 一1と な って い る。 これ に つ

い て は以 下 の もの が得 られ る。

(19)こ の条 件 式 に つ い て は補 論 の(条 件K')を 参 照 され た い。
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F・ ω 一 ⊥>0,F〃 ω 一 一1、 〈0
二じ 二じ

よ って,

-Fノ(のlF"(の1
-〉 一一 一

F(灘)灘109(灘)∬-F(∬)

これ よ り,各 財 の効 用 水 準 が相 対 的 リス ク回避 度 一 定 の効 用 関数 で表 現 さ れ て い る場 合 に

も下 級 財 は あ りえ な い こ と が分 か る。2.4節 で の考 察 と こ の例 か ら,一 方 の財 が 下 級 財 の

場 合 の効 用 関数 が見 つ か りに くい の は,経 済 学 で 良 く知 られ た性 質 を持 つ 関数 の 中 に上 級

財 の効 用 関数 とな る もの が無 い こ とが原 因 で あ る と考 え られ る。

3.3べ き乗 関 数 の ケ ー ス

次 に,以 下 の よ うな べ き乗 関数 を考 え る。

F(灘)一(α+β ∬)βη こ こ で η>0

これ に つ い て は以 下 の もの が得 られ る。

F'(∬)一 β27z(α+β 灘)βη一1>0か つF"(灘)一 β37z(β7z-1)(α+β 灘)βη一2

よ って

潔 一α鵯 かつ霧 一β警孟)

この と き に容 易 に 確 か め られ る よ うに,α+β ∬>0か つ β(βη一1)>0な らば,関 数F

は 凸 関数 で あ る。 しか し,パ ラ メ ー タ が正 β>0で あ れ ば βη 〉βη一1よ り必 ず

F!(∬)F"(∬)

Fω>F・ ω

とな って しま う。 つ ま り,β2η 〈 β(βη一1)と な るた め に は,関 数Fが 単 に 凸 関数 で あ る
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だ け で は な く,パ ラ メ ー タが 負 β 〈0と な らな け れ ば な らな い。 以 上 に よ り,定 義 域 が

max[0,一 α/β]<∬ で あ り,か つパ ラ メー タが 負 β 〈0で あ る場 合,べ き乗 関 数 一Fは上

級 財 の効 用 関数 の条 件 を満 たす 。

とは い え,こ の 関数 が上 級 財 の 効 用 関数 とな るの は これ ま で の議 論(例 え ば命 題2な ど)

と は異 な る理 由 に よ る。 つ ま り,こ の 関 数 はF⑰)一(∫ ⑰))一 〃と書 く こ とが で き,

∫(の>0か つ ∫ノ(の 〈0か つ ∫"⑰)-0と な る よ う な基 本 的 前 提 を 満 た して い な い 関

数 か らで き て い る。 こ こか ら,

留 一 一 留 〉 ・よ つて み 留)一 一η゜°∫(」じ)一(ノぐ!(」じ)(∫(灘))2)2>・

とな り,Fの 変 化 率 が 逓 増 して い るの で あ る。 この よ うな場 合 の 結 果 を 以下 に示 して お く。

命 題5.関 数 ∫:-X→R(任 意 の ∬ ∈-Xに 対 して ∫(の>0か つ ∫'(の 〈0)の 変 化 率 が

逓 減 す る の な らば,そ の 負 の べ き乗 とな る 関数F⑰)一(∫(∬))一 η(η>0)の 変 化 率 は

逓 増 す る:

Fノ(∬)F"(∬)o<

F(の くF・(の

証 明 関数Fを 灘∈-Xで 微 分 す る と

F'(灘)=一 η(プ(灘))一 〃-1・∫'(灘)>0

と

F!(∬)∫!(∬)

Fω 一 一η ∫ω>o

が得 られ る。 この と き命 題1よ り,η>0の と き に は関 数 ∫ の変 化 率 が逓 減 す れ ば 関数F

の変 化 率 は逓 増 す る と言 え る:

議(一Fノ⑰)F(∬))一一引 留) 証明終
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こ こで,関 数 ∫の変 化率 を ∬∈Xで 微 分 す る と,商 の微 分 よ り

議傷)一
∫"ω ∫ω 一(∫'ω)2

(∫(∬))2

となる。よって,こ の関数∫について∫⑰)>0か つ ズ⑰)<0の とき∫"(の ≦0で あ

れば必ずその変化率は逓減する。

以下では,命 題5の 特殊ケースである一次の減少関数を使 った場合 と二次の減少関数を

使 った場合の例を示す。

(例3.3-1)負 のべき乗関数を使った効用関数の例(1)

先ずは,最 初の例を用いた乗法分離型効用関数:

σ 一 ∫(二じ歪)s(∬ 。)

∫(∬∂ 一(α ゴ+β拶 ∫)鯛(β ゴ>0,㎜>0)か つS(灘 、)一(α 、一βs灘、)一η(α、>0,β 、>0,

η>0)

を考 え る。 さ らに,各 財 の 消 費 量 の範 囲 をmax[0,一 α∫/βf]〈η と0<灘 、〈 α、/β,とす

る。 下 級 財 の効 用 関数 ∫の方 は命 題2の 方 法 に よ って得 られ る もの で あ り,上 級 財 の効 用

関数Sの 方 は先 ほ どの命 題5の 方 法 で得 られ る もの で あ る。

この ク ラ ス の 関 数 は 古 くか ら良 く知 ら れ て い る も の で も あ る。 例 え ば,Woldand

Jureen(1953)に よ る古 典 的 な 例 はパ ラ メ ー タ が そ れ ぞ れ 偽 一 一1,βf-1,辮 一1と,

α、=-2,β 、=-1,η=2で,定 義 域 が そ れ ぞ れ 銑>1と0〈 ∬、〈2の ケ ー ス で あ

る⑳。 ま た,藤 本(2009)で 分 析 した の は そ れ を 修 正 したパ ラ メ ー タ が α∫-0,β ∫-1,

β,-1で,定 義 域 が そ れ ぞ れ 鍛>0と0<灘,<α,の ケ ー ス で あ る(そ れ以 外 は こ こ と

同 じ)(21)。

⑳WoldandJureen(1953)の 例 で は,ギ ッフ ェ ン財 の ケ ー ス を 扱 う た め に パ ラ メ ー タ を

α、=-1と して い る こ と か ら,効 用 が 負 とな る領 域 が 左 側 に存 在 して い る。 本 稿 の そ の 他 の例

か ら も確 か め ら れ る と お り,乗 法 分 離 型 の と き に ギ ッ フ ェ ン財 を 扱 う た め に は,α 、〈0と

β、>0と して 下 級 財 の 消 費 量 に正 の 下 限 を設 け な けれ ば な らな い。 た だ し,α 、が 正 で あ ろ う と

負 で あ ろ う と ゼ ロ で あ ろ う と 限 界代 替 率 の逓 減 の方 に は無 関係 で あ る。

⑳ 藤 本(2009,p.55)の 図1で は,さ らに パ ラ メ ー タ を 挽=1,η=2,α 、=21と,そ して定 義

域 を そ れ ぞ れ0《 ∬、《20と0《 ∬,《20と 特 定 した 場 合 の グ ラ フ を 値 域0《 σ 《0.25の 範 囲

で示 して い る。 本 稿 の そ の他 の場 合 の グ ラ フ と比 較 さ れ た い。
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下級財を含む場合の乗法分離型効用関数の特1生と効用の変化率(藤 本)

このとき下級財の効用関数 ∫については

留 一偽鴇>q溜 一留 一一謡 為銑〈・

が得 られる。そして上級財の効用関数Sに ついては同様にして

溜 一詫 鞠>q暑;1農1一溜 一一偽転 〉・

が得 られ る。 限界 代 替 率 が 逓 減 す るの は,2.3節 の(条 件A')が 満 た さ れ る と きな の で,

この場 合 で は条 件 式:

β∫βs(ηz一η) 〈0

(α、+β識)(α 、一βs∬s)

が 満 た され な けれ ば な らな い。 パ ラ メー タの 仮 定 よ り βゼβ、>0な の で,祝 く η の と き に

限界 代 替 率 は逓 減 す る。 この と きに は,限 界 代 替 率 の逓 減 に よ って 定 義 域 は制 限 され な い。

こ こで は下 級 財 の 消 費 量 がmax[0,一 αノβ∫]〈 銑 とな って い る た め,パ ラ メ ー タ 偽 の符

号 は 限 界 代 替 率 の逓 減 に は無 関係 とな って い る。 ち な み に,パ ラ メ ー タが 偽 く0で あ れ

ば条 件:

一α
ゴ αゴ η0<<銑く一

βゴ βゴ η一 鯛

を満 た す領 域 に お い て 財1は ギ ッフ ェ ン財 と な る(上 記 のWoldandJureen(1953)の

例 を参 照 され た い)。

(例3.3-2)負 のべき乗関数を使った効用関数の例(2)

次いで,先 の命題5の 一例 となる関数を用いた乗法分離型効用関数

σ 一 ∫(二じ∫)s(∬ 、)

∫(∬∂=(α 歪+β拶∂解(β 歪>0,㎜>0)か つS(∬ 、)=(α 、一βs∬ξ)一η(α 、>0,β 、>0,

η>0)
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を考 え る。 さ らに,各 財 の消 費量 の 範 囲 をmax[0,一 αノβ日 く 銑 と0<∬ 、〈 ～厩 と

す る。 下 級 財 の 効用 関 数 ∫は こ れ ま で と同 じ もの で あ る。 よ って,下 級 財 の 効 用 関 数 ∫に

つ い て は

留 一畿>q留 一留 一一謡 歳銑<・

が得 られる。そして上級財の効用関数Sに ついては同様にして

辮 蔑1>② 翻 一総 去+α1β諾ξ〉・

が得 られ る。 限 界 代 替 率 が逓 減 す る の は,(条 件A')が 満 た さ れ る とき な の で,こ の場 合

で は条 件 式:

識 銑・縣鵠 豊孟磐 〈・

が満 たされ なければな らない。 これ よ り,そ れぞれの財 の消 費量 の範囲 銑>0と

σ



下級財 を含 む場合 の乗法分離型効用 関数 の特1生と効用 の変化率(藤 本)

(α、/β、)・(㎜/(2η 一祝))<灘 、〈 痂 「で 限 界 代 替 率 が 逓 減 す る。 ま た,こ の 範 囲 が空

とな らな い た め に は 辮 〈 ηが 必 要 で あ る。 こ こで,パ ラ メー タの 値 を 辮 一2と α、-16,

β、-1,η 一5と す る と,限 界 代 替 率 が逓 減 す る範 囲 は 銑>0と2<灘 、〈4と な る。 こ

の例 の グ ラ フを 以 下 の 図4に 示 して お く⑳。 す る と,確 か に左 側 の 軸 に と っ た上 級 財 の消

費 量 が0<灘 、〈2と な る範 囲 で は 無 差 別 曲線 が 原 点 に対 して 凹 とな る部 分 が あ る こ と が

見 て取 れ る。

4.ま と め と考 察

本稿では,乗 法分離型効用関数の場合に一方が下級財で他方が上級財 となるのならば,

効用関数はどのような特性を持つのかということを分析 した。限界代替率の逓減を前提 と

すると,命 題1の 結果は下級財からの効用の変化率は逓減 し上級財からの効用の変化率は

逓増することを意味する。このときの変化率の変化は以下の式の符号によって判別される:

議(一Fノ⑰)-F(の)一(需)[(チ;1鍔)一(需)]

このときに,関 数の変化率Fノ(の/-F⑰)が その関数の対数をとって変数 ∬で微分する

ことで求められることを念頭に置 くと,そ の変化率の変化の仕方はある種の変換によって

は変わらないことが分かる。またその逆に,変 化率の変化の仕方が逆になるような変換が

存在することも分かる。

ここからは,本 稿で得 られた諸結果のまとめと考察のために,い かにして変化率が逓増

するような関数を見つけるかという問題を考えてみる。

最初に,関 数全体を二つの基準によって四つに分類する。第一の基準は,増 加関数か減

少関数かである。そして第二の基準は変化率が逓増するか逓減するかである。まず増加関

数でありその変化率が逓増するような場合を(ケ ース増増)と 呼ぶ。 このケースについて

は2.2節の命題2か ら正のべき乗をしてもその性質が保存されることが言える。つまり,

関数 五+が 任意 の 灘∈Xに 対 して み+(の>0か つ み+ノ(の>0か つd(み+ノ(の/

⑳ この グ ラ フ は,パ ラ メ ー タ が α,=0と β、=1,定 義 域 が0《 必,《3.8か つ0《 ∬,《3.8で 値

域 が0《 σ 〈0.0003で 描 い て い る 。 ま た,左 奥 の 平 面 ∬,-3.8上 に 見 られ る 曲 線 が 凸 関 数

σ=0.108237314・ 葬 の グ ラ フ で,右 奥 の 平 面 ∬、=3.8上 に 見 ら れ る 曲 線 が 凸 関 数

σ 一14.44・(16一 必2s)-5の グ ラ フで あ る。 前 述 の よ うに,こ れ らの 曲線 に2。2節 の(図 に よ る説 明)

の方 法 を適 用 す る とこ の グ ラ フ の特 徴 を よ り正 確 に読 み取 れ る。

一105(105)一



第11巻 第1号

∫什 ⑰))/砒>0を 満 た す と す る 。 す る と,そ の 正 の べ き 乗 で あ る 関 数0⑰)一

(み+(の)"(η>0)も 増 加 か つ 変 化 率 が 逓 増 す る:

働 一η(∫++(∬)ソー1・μ(∬)〉 ・かつ 慕1鍔)一 引 先 留)〉 ・

た だ し,こ の結 果 は変 化 率 が逓 増 す る よ うな 関数 が少 な く と も一 つ見 つ か った後 で さ ら

に別 の変 化 率 が逓 増 す る よ うな 関数 を見 つ け る場 合 に しか使 え な い。 そ こで,第 二 の ケ ー

ス(ケ ー ス減 減)が で て くる。 この ケ ー ス に 当 て は ま る 関数 は減 少 関数 で な お か つ変 化 率

が逓 減 す る よ うな もの で あ る。3.3節 の 命 題5に よ る と,こ の ケ ー スの 関数 は 負 の べ き乗

を す る こ とに よ って(ケ ー ス増 増)の 関数 にな る。 つ ま り,関 数 匹 一 が任 意 の ∬∈Xに

対 して 匹 一(∬)>0か つ 匹 一'⑰)〈0か つ4(五 一ノ(∬)/五一⑰))/伽 〈0を 満 た す とす る

と,そ の 負 の べ き乗 で あ る関 数 ∬ ⑰)一(匹 一⑰))一"(η>0)は 増 加 か つ 変 化 率 が 逓 増

す る:

1ノ ノ(灘)一 一 η(∫ 一一(灘))η 一1・∫一一ノ(灘)>0カ 〉つ

議(器)一 一η器(剣 留)〉 ・

これ らの 結 果 を一 つ に ま とめ る。 容 易 に確 認 で き る よ う に,(ケ ー ス増 増)に 当 て は ま

る 関数 の 負 の べ き乗 は(ケ ー ス減 減)と な る。 この こ と よ り,(ケ ー ス増 増)→(ケ ー ス

増 増)と な る正 の べ き乗 は,い つ で も二 つ の 負 の べ き乗 の合 成:(ケ ー ス増 増)→(ケ ー

ス減 減)→(ケ ー ス増 増)と な る こ とが分 か る㈱。 よ って,こ の ケ ー ス を負 のべ き乗 に 関

す る結 果 に ま とめ る こ とが で き る。

次 い で,(ケ ー ス 増 減)に 当 て は ま る関 数 を考 え る。 この ケ ー ス の 関数 は 増 加 関 数 か つ

変 化 率 が逓 減 す る よ うな もの で あ る。 先 ほ どの 場合 と同様 に,命 題2の 結 果 よ り,こ の ケ ー

ス に 当 て は ま る 関数 の正 の べ き乗 は(ケ ー ス増 減)の 関数 とな る。 ま た,容 易 に確 認 で き

る よ うに,こ の ケ ー ス の 関数 の負 の べ き乗 は(ケ ー ス減 増)の 関数 とな る。 さ らに,命 題

5の 系 と して,(ケ ー ス減 増)の 関数 の 負 のべ き乗 は(ケ ー ス増 減)の 関数 とな る。 以 上

よ り,こ の場 合 に も正 の べ き乗 は い つ で も負 の べ き乗 の合 成 とな る た め に,こ の ケ ー ス で

⑳ この よ うな 分 解 をす る と き に は,単 純 に正 の η>0を η 一(-1)・(一 η)と 因 数 分 解 す る だ け

で も良 い。
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の結果を負のべき乗に関する結果にまとめることができる。

以上の議論を総括すると,関 数の基本的変換の一つとして負のべき乗を考えることがで

きて,そ れによって2つ の遷移の系列ができあがる:

「系列A」 ……(ケ ー ス増 増)→(ケ ース減 減)→(ケ ー ス増増)→(ケ ー ス減 減)→ … …

「系列B」 ……(ケ ー ス増 減)→(ケ ース減 増)→(ケ ー ス増減)→(ケ ー ス減 増)→ … …

この よ うに して,関 数 全 体 を どち らの系 列 に属 して い る の か に よ って2つ の グ ル ー プ に分

け る こ とが で き る。 よ って,増 加 か つ変 化 率 が逓 増 す る よ うな 関数 を見 つ け る た め に は,

「系 列A」 に属 す るよ うな 関数 を一 つ 見 つ け れ ば よ い。 こ の よ うな ま とめ 方 を す れ ば,3.3

節 に示 した 負 の べ き乗 関 数 につ いて の命 題5を2.4節 で の諸 結 果 と合 わ せ て体 系 化 で き る。

た だ し,増 加 か つ 変 化 率 が逓 増 す る よ うな 関 数 の 見 つ け方 は 他 に もあ る。3.1節 の命 題

4に よ れ ば,(ケ ー ス増 減)に 当 て は ま る 関数 で あ って も凸 関 数 で あ れ ば 指 数 変 換 を行 う

こ とで(ケ ー ス増 増)の 関数 が得 られ る。

付録.二 乗 した効用関数の限界効用と縁付きヘ ッセ行列式の符号

こ こで は,あ る効 用 関数 を二 乗 して得 られ る効 用 関数 を考 え る。 二 つ の 消費 財,財1と

2,の 消費 量 を ∬1≧0と ∬2≧0と し,そ れ らの消 費 か ら得 られ る効 用 が効 用 関数

σ 一 σ(∬1,灘2)

で表 されるとする。また,効 用が正 び>0で あればこれを二乗 した関数

y-(σ(灘1,∬2))2

も効用関数の単調変換なので効用関数 となる。新 しく得 られた効用関数について限界効用

を求めると

珂 一2σ 研

巧=2σ の
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とな り,そ の符 号 は任 意 の 銑 と ∬2に つ い て も との効 用 関数 の もの と一 致 す る。 こ こで,

記 号 につ いて は 珂 一 ∂U/∂錫,α 一 ∂σ/∂鍛 な どの標 準 的 な記 号 法 に従 って い る。 さ らに,

この効 用 関数yに つ いて は二 階 偏 導 関 数:

珂1-2(α2一 トσα1)

珂2-2(α 砺+σ 研2)

巧2-2(の2+σ の2)

が得 られるために,同 一の無差別曲線上で消費の組を動かしたときの限界代替率の変化は

効用関数を二乗 しても不変であることが分かる:

畿)一1呼 一2¥評研 一曜 一2鴇孕曜 一孟(墾)

以上の結果より,も との効用関数で限界効用が負 となる領域では新 しい効用関数でも限界

効用は負となり,も との効用関数で限界代替率が逓減 しない領域では新 しい効用関数でも

限界代替率は逓減 しないと言える。よって,限 界効用の符号 と限界代替率の逓減によって

定義域が制限されてしまう効用関数の場合には,そ れを二乗することによって定義域の制

限をなくすことはできないのである。

補論.上 級財,下 級財と限界代替率の変化

ここでは,上 級財 ・下級財 という二財の関係 とそれぞれの財の消費量を変化させたときの

限界代替率の変化の関連を一般的な形で示す。二つの消費財,財1と2を 考える。それぞ

れの消費量は適当な区間に含まれる実変数 苅 と∬2で表され,そ れらの消費から得 られる

効用は効用関数

σ 一 σ(」じ1,∬2)

で表 される。 ここでは本論 と同じく基本的な前提 として,一 定の範囲の消費量について効

用 と限界効用は全て正であるとする:
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σ>0カ 〉つ 乙ろ>0カ 〉つ 乙ろ>0

記号については α ≡∂σ/∂銑 などの標準的な記号法に従っている。

良く知 られているように,限 界代替率は二財の限界効用の比で表される

4灘2研MRS

I2(∬1,二 じ2)一 一 砒
1σ_。 。ηs乙 砺

これより,一 方の財の消費量を固定 してもう一方の財の消費量のみを変化させたときの限

界代替率の変化はそれぞれ以下のようになる:

∂ 研1の 一 研 のlMRS
12(∬1,∬2)一(の2∂∬

1

∂竃 職(二 じ1,二じ2)一響 玩響

こ こで,こ れ らの 符 号 につ いて2.2節 の(経 済 学 的 イ ンプ リケ ー シ ョ ン)で の(条 件F)

と(条 件G)が 満 た さ れ て い る と仮 定 す る。 す る と,

(条件F)

(条件G)

∂ 研1の 一 研 砿1
-MRS12(∬1,∬2)一 〈0(の2∂

灘1

∂艶 亀(」じ1,」じ2)一響 病警 〉・

となることから,同 一の無差別曲線上で消費の組を動かしたときの限界代替率の変化は必

ず逓減 となる:

(条件A)孟 塒(肋)∂ 竃塒(嫡)魂 職(埴)舞 く・

こ こで は,効 用 一 定 の条 件4物/4∬1-一(研/θ 含)〈0を 代 入 して い る。

さ らに両 財 の所 得 効 果 の符 号 を調 べ る。 ス ル ツ キ ー方 程 式 の所 得 効 果 の項 は そ れ ぞ れ以

下 の よ うに な る⑳:

⑳ ス ル ツ キ ー 方 程 式 の所 得 効 果 の 項 に つ い て は上 級 の ミク ロ経 済 学 の テ キ ス ト,例 え ば,西 村

(1990)の 補 論3.5やVarian(1991)の8.4節 な ど を参 照 の こ と。
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諭 一 λお[α2錫 一α切2]

1叢 一 λち鵬 一研1の]

ここで記号は,λ 一 α/あ>0が ラグランジュ乗数,Dが 縁付きヘ ッセ行列式の正の定数

倍であ り,限 界代替率が逓減する(効 用関数が強い意味での準凹関数である)と きには

Dは 必ず正 となる。 よって,(条 件F)と(条 件G)の 下では両方の財が上級財であるこ

とが分かる。

それに対 して,(条 件H)と(条 件1)の 方が満たされていると仮定 してみる。すると,

(条件H)

(条件1)

∂ 研1砺 一 研 砺1MRS

12(∬1,∬2)一 く0(の2∂灘
1

∂ 研2砺 一 α 砺2MRS

12(∬1,∬2)一 く0(の2∂灘
2

となることから,同 一の無差別曲線上で消費の組を動かしたときの限界代替率の変化は確

定 しない。 このことから,下 級財が含まれる場合を考える際には限界代替率の逓減(条 件

A)を さらに仮定する必要がある(た だし,こ の仮定を満たす領域に定義域が制限される

こともあり得る)。

(条件A)
孟 職(灘1,二 じ2)一∂急 塒(嫡)一 義 皿 亀(舳)舞 く・

以上の三つの条件を仮定 していれば,先 ほどの所得効果の項より,財1が 下級財で財2が

上級財となることが分かる。 また容易に確認できるように,(条 件H)と(条 件1)で の

符号がともに正であるとすると,そ のときには財2の 方が下級財 となる。

ここで,下 級財の特殊ケースで,所 得効果が代替効果を上回るために 「需要の法則」が

成立 しないギ ッフェン財について若干触れておく。Vandermeulen(1972)が 幾何学的考

察によって示 したように,所 得効果が代替効果を上回るためには,上 級財の消費量のみが

増加 したときの限界代替率の変化は,単 に減少である(条 件1)だ けでなく予算制約線が

縦軸上の定点.M/ρ2を 中心に外側へと回転するときの相対価格の減少よ りも速いペース

でなければならない。よって,絶 対値で
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(条件J)読(謝 一距 隔 響 ∂MRS

12(灘1,∬2)∂灘
2

が満たされなければならない。 このとき所得効果が代替効果を上回り,結 果 として財1が

ギッフェン財 となる:

1芸1λ お[一(の2-∬1[α2の 一 研 の2]]〉 ・

これ が一 般 に下 級 財 の"特 殊"ケ ー ス と言 わ れ て い る ギ ッフ ェ ン財 の特 殊 性 で あ る。 序 文

お よ び以 下 で取 り上 げ る例 に よ る と,こ の(条 件J)が 満 た さ れ る の は概 ね消 費 量 の領 域

の ご く一 部 分 で あ って,大 域 的 に この条 件 が満 た さ れ る こ とは無 い。 つ ま り,下 級 財 の 中

に全 て の価 格 に対 して需 要 曲線 が右 上 が り とな る よ うな特 殊 な財 が あ る の で は な く,あ る

下 級 財 の場 合 に そ の需 要 曲線 が右 上 が り とな る よ うな特 殊 な部 分 が あ る の で あ る。 この こ

と か ら,「 ギ ッ フ ェ ン財(Giffengood)」 と い う 言 葉 を 使 う よ り 「ギ ッ フ ェ ン現 象

(Giffenphenomenon)」 とか 「ギ ッ フ ェ ン行 動(Giffenbehavior)」 と い う言 葉 を 使 う

方 が適 切 で あ る と思 わ れ る。

最 後 に,財1が ギ ッフ ェ ン財 とな る条 件(条 件J)と 限界 代 替 率 逓 減 の条 件(条 件A)

の 関係 を調 べ る。 上 級 財 の 消費 量 の み が増 加 した とき の 限界 代 替 率 の減 少 に は,(条 件J)

に よ っ て 下 限 が,(条 件A)に よ って 上 限 が 与 え られ る。 こ れ らの 条 件 と(条 件H)と

(条 件1)の 符 号 を ま とめ る と,以 下 の よ う にな る:

(条件K)・ 〈距 一∂竃塒(舳)<一 ∂抽 塙 曙

この(条 件K)は,一 階条件が非線形連立方程式であり明示的に解けない場合にも使える

かなり強力な ものである。 ここで,(条 件K)の 中での項の順番の意味を示す。この条件

で右か ら二番 目に ある上 級財 の消費量 の みが増加 した ときの 限界 代替率 の変化

一∂MRS
12/∂物 を変数 勉 のみの関数とすれば,そ れは概ね単調に変化する。そして,限

界代替率の変化 一∂㎜Sl2/∂ ∬2が単調に減少するか増加す るかによって決まる各閾値を

超える順序によって,財1が ギッフェン財 となるときの消費量の範囲が異なってくるので

ある。例えば,そ れが単調減少 となるVandermeulen(1972)の 例では,消 費量の領域

は下から順に 「限界代替率が逓減 しない領域」,「限界代替率が逓減 し財1が ギッフェン財
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とな る領 域 」,に 二 分 割 さ れ る。 そ して 二 番 目の領 域 の 上 側 境 界 で下 級 財 の 限 界 効 用 が ゼ

ロ とな っ て い る(Vandermeulen(1972)Fig.1(p.455)を 参 照 され た い)。Silberberg

andWalker(1984)やSpiegel(1994)の 例 で もそ れ は単 調 減 少 とな る の で,消 費 量 の

領 域 は必 ず下 か ら順 に 「限界 代 替 率 が逓 減 しな い領 域 」,「限界 代 替 率 が逓 減 し財1が ギ ッ

フ ェ ン財 とな る領 域 」,「 限界 代 替 率 が逓 減 し財1が 下 級 財 とな る領 域 」 に三 分 割 され る

(Spiegel(1994)Fig.1(p.143)を 参 照 され た い 。 た だ し,そ の 図 の 中 に は二 番 目 と三

番 目の領 域 を分 け る 曲線 は描 か れ て い な い。)。そ れ ら とは逆 に,限 界 代 替 率 の変 化 が単 調

に 増 加 す るDoietal.(2009)の 例 で は,消 費 量 の領 域 は 下 か ら順 に 「限界 代 替 率 が逓

減 し財1が 上 級 財 とな る領 域 」,「限界 代 替 率 が逓 減 し財1が 下 級 財 とな る領 域 」,「限界 代

替 率 が逓 減 し財1が ギ ッフ ェ ン財 とな る領 域 」,「限界 代 替 率 が逓 減 しな い領 域 」 に 四分 割

さ れ る。 た だ し,こ の例 で は三 番 目の領 域 の 中 に財1の 限界 効 用 が ゼ ロ とな る 曲線 が あ る

た め に,領 域 は下 か ら三 つ に分 類 され て い る(Doietal.(2009)のFig.3(p.259)を

参 照 さ れ た い)。

本 稿 で 研 究 した乗 法 分 離 型 効 用 関 数 の場 合 に は,(条 件K)は 上 級 財 か らの 効 用 の変 化

率 の逓 増 に 限界 代 替 率 の変 化 と同様 の下 限 と上 限 が与 え られ る こ とを意 味す る。 この場 合

の条 件 を(条 件K')と す れ ば,そ れ は2.2節 の(条 件1)と2.3節 の(条 件A')を 使 って以

下 の よ うに書 け る:

・<(Sノ(∬、)s(
灘。))去く(留)[(細)一(§ 剖 く

一(細)[(
鑛1))一(留)]

この式によると,(条 件K')が 満たされるためには下級財の効用の変化率の逓減にも絶対

値で見て下限があることが必要である。その制約は(条 件K')の 両端にある。
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