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循環過程 とHopf分 岐

内 上 誠

概要 現実 の経済 の様相 は,循 環過程 において大 き く変化 しているよ うに見受 け られる。拡

張過程 では,緩 やかな景気 回復 が一変 し,活 発 な活動 を伴 う好況期へ と続 く。収縮過程 では

後退期 に比べ ものにな らない不況期 の落 ち込 みを経験す る。 このことは拡張過程 および収縮

過程 において経済 が大 き く変貌 を遂 げていると見 ること も出来 る。本稿 ではこのような経済

の様相 の変化 の原 因を,経 済の安定 ・不安定 の交替 に求 めた。Hopf分 岐 を応用 し,モ デル

分析 を通 して循環過程上 で安定 であ った経済 が不安定 に,不 安定 である経済 が再 び安定へ と

変化す る経済 を提示す ることを 目的 とす る。
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Abstract Economic activities are taking on different aspects in the course of the 

business cycle. During the recovery aspect, for example, economic activity is moder-

ate. On the other hand, it is followed by brisk business activities during the pros-

perity aspect. In this spper, I have proposed a model that will account for such a 

situation. For this purpose, I applied the Hopf bifurcation by which enables the 

explaination of the cause of the change from a stable orbit to unstable one. 
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1.は じ め に

現実の景気循環の過程を観察す ると,拡 張過程においても収縮過程においても経済の様

相が変化 しているように見受けられる。穏やかな景気回復に対 し活発な好況期,緩 やかな

景気後退期に続 く激 しく衰退する不況期。1つ の過程の中でも経済は大きく変化 している

ように思われる。本稿ではこのような変化を,経 済の安定から不安定へ交替,不 安定から

安定への移行 と捉え,Hopf分 岐を用いて,モ デルによってその可能性を明 らかにしよう

とす るものである。

また,分 岐理論を用いる場合,パ ラメータは外生的に与えられる。本稿ではパラメータ

として生産調整係数を用い,内 生化す る試みをしている。

2.モ デ ル と仮 定

2.1.生 産調整 と意図された在庫投資

生産は需要を反映して調整 されるものとする。需要は,意 図された在庫投資zを 被乗数

として,乗 数を通 して瞬間的に形成 されるのもとする。そこでこのような乗数過程を関数

fに よって表す。生産の(次 期)調 整は今期の事前的な需要と今期の事前的な生産計画Y

とのギャップを指標 として行われるものとする。

y一 α∫(9)-yF (1>

た だ し,需 要 側 に生 産 調 整 係 数 α(>0)を 掛 けて い る。 これ は,在 庫 ス トッ クの 状 況 な

どに よ って,今 期 の事 前 的需 給 ギ ャ ップ の一 部 の み次 期 の生 産 に反 映 させ る場 合(α 〈1)

もあ れ ば,す べ て(α 一1),ま た は そ れ 以 上(α>1)に 次 期 の 生 産 調 整 に反 映 させ る こ

とが あ るた め で あ る。

一 方 ,意 図 され た在 庫 投 資 は,意 図 され た 現 存 在 庫 ス トッ ク を最 適 在 庫 ス ト ック水 準

Z*に 調 整 す る よ うに行 わ れ る もの と し,簡 単 化 の た め次 式 を想 定 す る。

9-9(y,z)-z*(y)-z (2>
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Z*が 生 産 の 関数 で あ る こ とは 節2.3に お いて 説 明 され る(1)。Z*(y)-Z〈0の 場 合 に は,

意 図 的 に在 庫 ス トッ クを放 出 して需 要 に対 応 す る こ とを表 す 。

意 図 され た在 庫 投 資 は意 図 され た在 庫 ス トックの増 分 で あ るた め,意 図 され た在 庫 ス トッ

に従 う。 同様 に して,(2>を 用 い る と(1>は(4>と置 き な おす こ とが で き る。

これ ら(3×4)が基 本 の式 とな る。

2.2.費 用関数について

最適な在庫ス トック水準は常に一定であるとは考えにくい。最適在庫ス トック水準がど

のような水準に決まるのかを考えるために,企 業の利潤最大化 という側面から考察す るこ

ととする。つまり利潤の割引現在価値を最大化するように企業は最適在庫ス トック水準を

決定す るものとす る。

企業 は生産に伴 う費用C(y)と ともに在庫ス トック保有 に対す る費用 ん(Z)も 発生す

る。企業にとって在庫 ス トックを保有す ることは,取 引コス トを低下 させたり,予 想 さ

れていなかった需要の増加に対応することができ,収 益増加の機会を逃さずに済む とい

うメリットがある。けれども反面,在 庫保有に伴 う費用 も発生する。 この関係は通常,

U字 形の費用関数で表 され る(2)。図1に おいて,最 も費用が低い水準をAと すると,

0<Z〈 孟 の範囲では,保 有量が少ないところではス トックアウ トに伴 う費用が発生す

るが,保 有量の増加とともに,在 庫保有のメリットが高 くなり始める。.4〈Z<・ ・の範

囲では在庫保有に伴 う在庫維持費用が上昇 しだす ことを表 している。

(1)拙 著[2002]pp。13-18.

(2)小 谷[1987]p.58お よ びp.60.
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ここでは,こ のような形の費用関数を想定 した下で,最 適在庫ス トック水準を求める。

企業は現在から将来にかけて発生する利潤の割引現在価値Vを 最大にするように行動

す るものとす る。

pは 価 格 を表 し,一 定 と仮 定 す る。 θは 割 引 率 を表 し,0〈 θ 〈1と す る。 生 産 か ら発 生

す る費 用 につ い て は,基 礎 的 な ミク ロ経 済 学 の テ キ ス トと同様 に,生 産 に対 して右 上 が り

の費 用 関数 と し,次 の よ うな性 質 を持 つ もの とす る(図2)。

αは定 数 。 た だ しy-0に お け る 限界 費 用 は価 格 よ り も低 い もの とす る。

在 庫 ス トッ ク保 有 に伴 う費 用 関数 は,先 述 の よ うに考 え る と,

(3)本 稿 における図はすべ て筆者 による。
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と表 す こ とが で き る。

2.3.最 適在庫ス トック水準の決定

この節では,最 適在庫ス トック水準がどのようにして決まるかを考察す る。そこで以下

では,企 業が利潤の割引現在価値を最大にす るように行動す ると仮定 した下で,最 適在庫

ス トック水準が生産量に依存することを示す。

(5)および(3)を用いてハ ミル トン関数Hを 作ると,

と な る。 こ こ で μ=λexp(一 θの と す る と,

を得 る。 た だ し,μ,λ は未 定 乗 数 を表 す 。(8>よ り最 大 化 の1階 条 件 は,

とな る。(12>は横 断 条 件 で あ る。(10>を時 間微 分 す る と,

とな るた め,(10)を 用 い て,(11)を 代 入 し整 理 す る と,
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とな り,こ の(14)がゼ ロ とな るた め に は,

を得 る。(15)につ い て は,砺<0の 範 囲 と 〃z>0の 範 囲 に分 け て考 え る。

【〃z<0に つ いて 】

砺 く0で あ るた め(15)の分 母 は フ.ラス で あ る。 分 子 は 生 産 の 限 界 費 用 の仮 定 と価 格 か ら

符 号 が決 ま る。 限界 費 用 と価 格 が一 致 す る点 の生 産 量 を%と す る と,Zシ の値 は,

とな る。 した が ってY-Z平 面 上 で は 図3-1と な る。

【んz>0に つ いて 】

この範 囲 に お け るZジ の 値 は,

とな り,Y-Z平 面 上 の形 は 図3-2の よ うに な る。

図3-1 図3-2
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3.Hopf分 岐

3.1.特 性 方 程 式

(2)(4)によ る基 本 とな る体 系 を再 述 す る と,

で あ る。 これ よ り特 性 方 程 式 を求 め る と,

を 得 る。(16)に お い て,

で あ る の で,砺 の正 負,し た が っ てZレ の正 負 に 関係 な く,常 に,

で あ る。 そ れ ゆ え均 衡 点 がsaddlepointで あ るケ ー ス は発 生 しな い。 た だ し,

で あ る。 ∂ガ ∂Z*は 乗 数 値 を表 す た め,プ ラ スの 一 定 値 を持 つ 。

トレー スT7に つ い て は,〃z〈0の 範 囲 と 〃z>0の 範 囲 に分 けて 考 察 す る。

【〃z<0の 範 囲 】

Tγ<0で あ る た め に は,



で な くて は な らな い。

で あ るか ら,右 辺 のZレ が マ イ ナ ス値 全 体 か ら プ ラ ス値2未 満 の 範 囲 でTγ 〈0と な る。

図3-1に お いて,こ の 条 件 を 満 た す 領 域 は ア とイ の 前 半 部 分 で あ る。

他 方,Tγ ≧0で あ る範 囲 は,

で あ り,図3-1に お いて 領 域 イ の 後 半 部 分 が この 条 件 を 満 た す 。

【んz>0の 範 囲 】

や は り この 領 域 で もTγ 〈0で あ る条 件 は 同 じ く 一・・〈 αル<2で あ り,T7≧0で あ

る範 囲 も同様 に,2〈 αル で あ る。 図3-2で はTγ 〈0で あ る範 囲 は ウ の後 半 か ら工領 域

で あ り,Tγ ≧0で あ る の は ウ の前 半 部 分 で あ る。

3.2.Hopf分 岐 の 存 在 の 可 能 性 の あ る領 域

と ころ で 妬<0と 妬>0に お いて,Tγ 〈0の 領 域 で はHopf分 岐 が 存 在 す る可 能 性

が あ る。

Hopf分 岐 が 存 在 す る条 件 と して はDθ'>0,Tγ<0で あ る必 要 が あ るが,本 稿 の モ

デ ル で は,妬<0と 妬>0の 両 領 域 に お い て1)θオ=1>0で あ り,か つ(19)の範 囲 内 で

Tγ 〈0も 満 た して い る。

い ま,q6>を,

と置 き な お す と(4),



とな る。 α1=0と して,α の規 準 とな る値 αoを 求 め る と,αo=2/ル とな るの で,

とい う関係 が成 立 す る。 根 は,

で あ る が,α=αoに お い て α1=0で あ る か ら,

で あ る。 ま た,次 の条 件 を満 たす た め に は,た とえ ば,

ル>0で な くて は な らな い。 した が って⑲ の条 件 は,さ らに ル の 値 が,

の範囲内にあれば,⑳ は満たされる。

以上より,妬 〈0の 範囲では図4-1の イ領域の前半部分(太 線)が この条件に適合す

るため,こ の範囲でHopf分 岐が存在する可能性がある。同様に,妬>0の 範囲では図

4-2の ウ領域の後半部分(太 線)が それに対応する。



図4-1

3.3.そ の他 の 領域 に つ い て

【ア領 域 と工 領 域 】

領 域 ア と領 域 工 で は,次 の条 件 が成 立 して い る。

図4-2

これ よ り判 別 式 △ は,

とな るた め,

の位相をもつ。いずれにせよ安定である。

【イ領域後半とウ領域前半】

イ領域後半 とウ領域前半では,

で あ る。 よ っ て,



とな り,不 安 定 とな る。 以 上 を ま とめ る と図5-1と 図5-2と な る。

図5-1 図5-2

4.各 局 面 の 位 相

4.1.生 産調整係数 αについて

これまでの議論 はすべて事前的な関係か ら構成されており,在 庫ス トック水準Zも 計

画量であった。 しかし実際には需要予測を誤ることなどによって,事 後的な在庫ス トック

は計画量 とは異なりうる。 この差が事前的なシステムにフィー ドバ ックされて影響を与え

る。本稿ではこの役割を生産調整係数 αに与えることにする。αは事前的な経済 と事後的

な経済 との唯一の橋渡 しの役を果たす。在庫ス トック水準が最適在庫水準より多い場合に

は生産は縮小 され,少 ない場合には拡大 される。そこで企業は最適在庫ス トック水準 と事

後的な在庫ス トック水準をシグナルとして生産調整す るものとしよう。

事後的な在庫ス トックをZα とし,事 前的な生産は事後的な生産 と等 しいものとする。

企業は次のような関数をシグナルとして,生 産調整係数 αの値を変更 して行 くもの とす

る。

δは 線 形 の 関数 と し, 最 適 在 庫 ス トッ ク水 準Z*が 事 後 的 な 在 庫 ス トッ ク水 準Zα と一 致
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す る適 正 在 庫 ス トッ クの状 態 を α 一1,Z*〈Zα とい う過 剰 在 庫 ス トッ クが 存 在 す る場 合,

生 産 を 縮 小 す る方 向 へ と 向 か うた め α 〈1,在 庫 ス トッ クが 不 足 して い るZ*>Z"に は

生 産 を 拡 大 す るた め α>1と な る も の とす る。 この 関 係 を 図3-1と 図3-2に 合 わ せ る

と図6-1図6-2の よ うに な り,図6-1で は ∪字 曲線 の 内側 で は過 剰 在 庫 ス トック が発

生 して お り,外 側 で は在 庫 ス トック不 足 が起 こ って い る。 一 方,図6-2で はキ ャ ップ形

∩の外 側 で は過 剰 在 庫 が,内 側 で は在 庫 不 足 が生 じて い る。

図6-1 図6-2

4.2.生 産 と事 後 的 な在 庫 ス トッ ク

事 後 的 な在 庫 ス トッ ク と生 産 との 関係(動 き)を 見 る た め,次 の よ うな 体 系 を 想 定 す る。

先述の通 り生産は事前的な生産計画が事後的に実行 されるため同量である。Dは 需要を

あらわす。事前的な需要は意図的在庫投資から乗数を通 して派生す る需要の実から構成 さ

れていたが,⑳ における需要には意図的な在庫投資による需要だけでなく,予 測できなかっ

た数 々の需要 も含まれる。そこでDを 外生的与えられるものとする。事後的在庫投資は

このような需要 と生産 との差だけ発生す る。需要が生産を上回る場合には,超 過分を生産

ではなく在庫ス トックの放出で対応 したことになる。四より,

_K∩gr[く ∩9、_



とな る。 判 別 式 は不 明 で あ るが,T7とD6'か ら ヵc〃5かc6〃 惚 の形 状 を と る こ と が分

か る。

位 相 を見 るた め⑳ の ヤ コ ビア ンを と る と,

とな り,領 域 に よ って 寿 の値 が こ と な る た め,各 ケ ー ス に分 けて 考 察 しな け れ ば な らな

い0

4.3.各 領域 の位 相

図3-1と 図3-2を,⑳ を基 準 と して,次5つ の領 域 に分 け る(図7)。

図7に お け るA領 域 で はTγ 〈0で あ る た め体 系 は 安 定 で,位 相 図 は図8-1の よ うに

な る。C領 域 で はTγ>0と な り,不 安 定 で あ る。 位 相 は 図8-2と な る。 領 域Fで は再

びTγ 〈0で,安 定 と な り図8-3の よ うに な る。 図7に お け るA領 域 で はT7〈0で あ

る た め 体 系 は安 定 で,位 相 図 は 図8-1の よ うに な る。C領 域 で はTγ>0と な り,不 安

定 で あ る。 位 相 は 図8-2と な る。 領 域Fで は再 びTγ 〈0で,安 定 とな り図8-3の よ う

に な る。

領 域Bと 領 域EはHopf分 岐 が 存 在 す る領域 とな り,領 域Bで は領 域Aの 安 定 で あ っ
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図7 図8-1

図8-2

■

図8-3

■

た経済を不安定へと変える。逆に,E領 域では,C領 域において不安定であった経済を安

定へ と変換する。

4.4.経 済 の動 き と αの変 化 に つ い て

㈲ は一 定 の 需 要 の 下 で の γ とZの 挙 動 を 表 して い る。 す べ て の領 域 に お い て 経 済 は

プbc〃3ま た はcε η舵 の よ うな 動 き を示 す が,需 要 が 連 続 的 に 変 化 す るな ら,シ ク リカ ル

な動 きを 描 く前 に(も ち ろん シ ク リカ ル な動 きを して も構 わ な い),需 要 の シ フ トに 引 き

ず られ な が ら移 動 して行 くで あ ろ う。

【んz〈0の ケー ス】

い ま 図8-1と 図8-2を 用 い て 経 済 の 動 き と α の変 化 を み る。 両 図 を合 わ せ た 図9-1

に お いて,経 済 が 点bに 位 置 して い る とす る。 点bに お け るyを 垢 とす る と,場 に対

す る最 適 在 庫 ス トック は 竃 で あ る。 しか し実 際 に はz9し か 在 庫 ス トック が 存 在 しな い

た め,在 庫 ス トッ クが 不 足 して い る こ と に な る。 そ の た め 企 業 は生 産 を拡 大 す る た め α
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図9-1 図9-2

を α>1と す るで あ ろ う。 しか しZ6と 鍔 の差 は小 さ い た め α は1よ りわ ず か に大 き い

値 とな る。 さ らに 需 要 が 右 方 向 ヘ シ フ トし続 け る と,経 済 はHopf分 岐 領 域 へ と入 り,

点Cへ と進 む。C点 で も在 庫 ス トッ ク不 足 が 起 こ って い るた め α>1で あ るが,房 とZ2

の差 が 大 き い た め α は1よ り大 き い値 を 採 る で あ ろ う。 した が って 点bか ら点cへ と向

か う過 程 で α は 次 第 に そ の 値 を大 き く して 行 く。 安 定 的 で あ った 経 済 はc点 へ と入 る と

不 安 定 とな る。c点 か らd点 へ と進 む 。d点 で はZ匠 くZ2と な り,過 剰 在 庫 ス トック が発

生 して い るた め,生 産 は縮 小 方 向へ と向 か う。 そ れ と伴 に所 得 が縮 小 し,消 費 の減 少 か ら

需 要 が 左 シ フ トを 始 め る。 α は1以 下 と な る が,こ の 点 で は 鰯 と 綴 の 差 は そ れ ほ ど大

き くな い た め α の 値 は1に 近 いで あ ろ う。 さ ら に需 要 が左 シ フ トす る こ と で経 済 は再 び

Hopf領 域 へ と入 り,e点 へ と進 む。 こ こ で は再 び安 定 と な る。 こ こで はZJ<ZJで あ り,

そ の 差 は大 き い た め α は1よ りか な り小 さ い値 を採 る。 つ ぎ にe点 の経 済 はb点 へ と向

か う。 よ って 経 済 はb点 か ら再 びb点 の 属 す る領 域 へ と 回帰 す るが,そ の 過 程 で α が1

よ りか な り小 さい値 か ら,1よ りか な り大 き い値 へ と近 づ き,再 び1以 下 へ と減 少 して行

く。

この 過 程 に お い て 拡 張 期 と収 縮 期 に そ れ ぞ れ1度 ず つHopf分 岐 が 存 在 す る可 能 性 の

あ る領 域 を通 過 す る。

【んz>0の ケー ス】

この 場 合 も 同様 に考 え る と 図9-2の よ うに な る 。 点fか ら点gへ と進 む 過 程 で 一一度

Hopf領 域 を 通 過 す る。 こ の あ た りで は生 産 に伴 う費 用 と在 庫 保 有 に伴 う費 用 が 共 に上 昇

しだ す た め,イ ン フ ェ レ状 態 とな り,需 要 は減 少 しは じめ,左 へ と シ フ トしだ す 。α の値

は1よ り大 き い値 か ら1に 近 い値 へ と減 少 す る。 点gか ら点hへ 進 む と α の 値 は1以 下
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の1に 近 い 値 か ら,点jの1以 下 の1よ りか な り小 さ い値 へ と変 化 す る。 こ こ で も2度

Hopf領 域 を通 過 す る。

4.5.みz<0の ケ ー ス と んz>0の ケ ー スの 合成

本 稿 の モ デ ル で は 妬 一 〇で不 連 続 とな る た め,2つ の ケ ー ス を合 成 す る こ と は 出来 な

い。 しか し も しそ れ が 可 能 で あ る な ら,図9-3の よ う にな る。 こ の とき 拡 張 局 面 と収 縮

局 面 で そ れ ぞ れ2回Hopf領 域 を通 過 す る。 図9-3に お い て,k点 か らm点 に お い て

経 済 は,安 定 → 不 安 定 → 安 定 と い う動 き を示 し,点mか らn点 で も同様 に 安 定 → 不 安 定

→ 安 定 を経 験 す る。 こ の こ と は,い わ ば,拡 張 局 面 の 回復 期 後 半 か ら好 況期 前 半 にか けて,

経 済 は不 安 定 とな り,活 発 な経 済 活 動 が行 わ れ て い る こ とを示 し,ま た後 退 期 後 半 か ら不

況 期 前 半 に お い て は,経 済 の急 速 な衰 退 を表 して い る こ とに な る。

y

図9-3

5.結 語

景気の循環過程において,経 済は様相を変えているように見受けられる。景気回復時に

比べ,好 況期の活動は活発であり,後 退期に比べ不況期の落ち込みは激 しいものがある。

このことは拡張過程において経済が変化 していると見 ることも出来よう。同様に収縮過程

を通 して,経 済が変貌 していると感ぜ られる。 このような経済の様相の変化の原因を,本

稿では経済の安定 ・不安定の交代 に求めた。 このことをモデルによってあ らわすため,

Hopf分 岐を応用 した。循環過程上で安定であった経済が不安定に,不 安定である経済が

再び安定へ と変化す る経済を提示す ることが目的である。
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循環過程とHopf分 岐(内 上)

また,通 常,分 岐理論ではパラメータを外生的に変化 させ,シ ステムが安定から不安定

へ(あ るいはその逆)と 変化 して行くが,本 稿では生産調整係数を生産と事後的在庫ストッ

クの関数 と置 くことで,α が内生的に変化 して行 く試みを行った。

結果,循 環過程で安定,不 安定を繰 り返す ことになった。 このことを景気の動きに換言

すると,景 気回復時当初,経 済はゆっくりと進み,回 復期の後半から好況期前半にかけて,

経済は活発になる。好況期後半には勢いが劣 り始め,後 退期へ入る。後退期後期 と不況期

前期に激 しく経済は落ち込み,不 況期後期へ と進んで行 くことになる。
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