
Backlogと 最適 生 産 量 の決 定

内 上 誠

[1]は じめに

在 庫循環 の重要 性か ら在庫投 資 および在 庫 ス トックを本格 的に研究 したの はメ ッツラー(Metzler,

L.A.)で あ った。 その後 ブ ライ ンダー(Blinder,A.S.)に よ ってさ らな る研究 がな されたが、その

間、研究対象 は在庫循環の発生 メカニズムの研究か ら在庫保有動機の仮説 と現実 のデータ とが不整合で

あることか ら、在庫保有動機仮説の論争へ と移行 していった。従来の在庫保有動機の1っ にProduction-

Smoothing仮 説があ る。企業は(randornnessの 無 い)需 要の増減 に対 して、生 産で対応 しようとす

る場合、限界費用逓増 の性 質よ り膨大 な費用が発生す る可能性があ る。そ こで この膨大 な費用の発生を

回避す るため に生産を平準化 し、需要 の少 ない ときには在庫 と して蓄積 し、需要増大が発生 したときに

は蓄積 した在庫で対応 しよ うとす る。 この点 に在庫保有動機 を求 めたのがProduction-Smcothing仮

説で あ る。 また同 じよ うな考え方 と して、(randomness)な 需要変化 に対応す るため に在庫 を保有 す

る、 いわ ば生産 のBuffer-stock効 果 に保有動機を求め る仮説 もあ る。 いぜれ にせ よ これ らの仮説 に し

たが うな ら、生産 変動 は需要(販 売)変 動 よ り小 さいはずであ る。 ところが現実 のデータが示す ところ

によると生産の変動(分 散)よ り販売 の変動(分 散)の 方が小 さい。 したが って 、在庫保有動機 に関す

るProduction-Smoothing仮 説 およびBuffer-stock仮 説 は事実 とは相反 す るこ とにな る。 しか しそ

れで もブライ ンダーはProduction-Smoothing仮 説 を支持す る立場 を とってお り、その後 このデータ

を説明す るための工夫 を行 っている。 これ らの仮説 とは別 に、Stock-outを 回避す るために在庫 を保有

す る とい う仮説 があ る。 このStock-outavoidance動 機 に基づ き、生 産の分散が販 売の分散 よ りも大

きいことを証明 したのがカー ン(Kahn,J.A.;[3])で ある。

カー ンは企業が超過需要 をBacklogに よ ってカバ ー しないケ ースと完全 にカバーす るケースを考察

し、最 後に超過需要 の1部 分 をカバ ーす るケースを考え、そのす べてにおいて生産の分散が販売 の分散

を上 回 ることを明 らか に している。

と ころが カー ンモデルで は超過需 要 の中、 どれ くらいの割合 をBacklogに よ って対 応す るかが モ

デ ル内か らは導 きだ され てお らず、単 に外生 的 に与 え られ て い るだ けで あ る。 そ こで本 稿の 目的 は

Backlogを 行 う場 合の企業の最適生産量 と超過需要 に対す るBacklogの 割合を最適化行動の中か ら導

き出す。基 本 とな るモデルの枠組み はカー ンの ものであ るため、 まず カー ンモデルをやや詳細 に再述す

る。その後、超過需要 とBacklogに 注 目で きるよ うに カー ンモ デル を修正す る。その後最適生産量 と

Backlogを 行 う割合 を導 き出す。



[2]カ ー ン モ デ ル のReview

Backlog(予 約注文)を 含む在庫変動を考える場合、基本的な考え方はカーン(Khan)モ デルにお

いて整理されている。以下において展開されるわれわれのモデル もこのカー ンモデルを土台としてい

る。そこでやや蛇足ではあるが、そのモデルの基本的な骨格を再述 してお くことは有益であると思わ

れる。

(2-1)カ ー ンモデル(1)…Backlogの ない場合

需要 はAR(1)プ ロセス、

(1)1),=(∫ 十 ρ工)卜1十 ω,

に したが うもの と仮定 されて い る。 ここでDは 需要を、εは期 を表 す。ωは予測誤差で あ り`.ε.d.

(0,σ2)の 性 質を もち、 また独立であ ると仮 定 されて いる。ε期 には 砺 は予測 されないが 、前期 の

㏄、-1は 正確 に知 り得 る。 さ らに1ρ1〈1で あ る。 したが って、ε期 に企業 に よ って予 測 され る需

要 は、

(2)E[Dご}診]=d+ρZ)`_1

であ る。

一方 、πを在庫 ス トックとす ると在庫 フローは、

(3)π,.1一 πε=yε 一8`

で表 され る。π、.1お よび π,は 各期 の期首 の在庫 ス トック量で あ り、 γ と8は それ ぞれ生 産 と実際の

販売量 を表す。なお ここでは 診期の期末在庫 ス トックが その まま 孟+1期 の期首在庫 ス トックとなる こ

とを仮定 してい る。(D

企業行動 は今期 の利潤お よび将来利潤の割 引現在価値が最大 になるよ うに生産量 を決定す るもの と仮

定 され、次式 を考え る。

　
(4)E∫[Σ(1+θ)　 `(pSf+,-cy`+`)]

`=O

pは 価格 を、eは 限界費用を表す が、どち らも一定 と仮定 されて いる。p8、.」-cy,、,が 各期の利潤を

表 し、将来利潤 は割引率 θによ って現在価値 に評価 され る。oは 一定で あるので ここで はProduction-

Smoothingの ことは考 察 されない。

販売量 は非負制約条件 が仮定 され る。つ ま り

(5)8f==!しfε π[π ご+}7ε,Df]

`期 の需要 に対 応で きる最大 限の供 給量 は過去 か らの在庫 ス トック π,と 今期 の生産y,の 合計 であ

る。 こ こで はBacklogを 考えて いないため、 この供給量を越 え る需要 が発生 した場合 には超過需要 は

すべて失われて しまい、予約注文残高(Backlog)と して次期 に繰 り越 され ることはな い。予約 注文は

まさに今期対応で きなか ったいわばマイナスの販売であ るが、われわれは予約注文 を許 して いないため

販売量に非負制約を課 している ことになる。

また(4)か ら最適在庫 ス トックが一意的 に導 き出され、毎期同量の在庫 ス トックが維持 され る。(2)



Backlo9と 最適生産量の決定

それを んで表す ことにする。そ して毎期 この最適在庫ス トック量が維持されるように生産計画へと組

み込まれる。つまりんは予測できない需要 砺 に対処す るために保有 され、減少部分は次期の生産で補

墳される。このように考えるなら毎期の供給は

π∫+yご=ん 十 γ`

と考え得る。

(2-2)企 業の生産計画 と実際 の販売量

以上 よ り企業のt期 生産計画 は次の よ うに決定 され、実施 され る。

(6)y,-E[D,1ご]+!14`z↓[ω 、-1,ん]

=d十 ρ2ワ∫_1十 ルf6π[Lら_1,ん]

企業は予想 され る需要 と最適在庫 ス トックを維持す るように生産 を計画 ・実行す る。 まず企業 は今期予

想 され る需要分(E[」D,1孟])の 生産 を計画す る。つづ いて、前期 にお いて予想 されなか った需要

ω、.1に対 応すべ く(前 期 の)最 適在 庫 ス トックが 用い られてい るため、 その分最適 在庫 ス トックが減

少 している。そ こで今期 その減少部分を補填す るための生産を行 う必要があ る。それが ルf洗[砺 一1,々]

であ る。 もちろん ω、.1<ん であれ ば んの減少部分 は μ,.1で あ るため μ、.1だ けを補填生産 すれ ばよ

く、㏄、.1=ん であれば んはすべ て販 売 されて いるため んだけを生産すれ ば良 い。 また α、.1>ん で あ

れば んを上回 る需要部分 はBacklogさ れな いため に消失 した とみな し、今期 は んだ けを生産 すれ ば

良 い。

一方 、実 際の販売量 は(1)と(5)よ り、

(7)8「,=d十 ρD卜i十1レf`π[ω ε,ん〕

であたえ られる。(1)よ り予想通 りの需要部分(d+ρD,-1)と 予想 され なか った需要部分(猛,)

の うち最適在庫 ス トック(ん)に よ って対処 した部分(ルf説[砺,んDの 合計で ある。や は りここで

も ω、の中、んを上 回 る超過需要部分 は消失す る。砺 ≦ んだけが販売 によ って満た され る。

(6)(7)よ り次期へ持 ち越 され る在庫 は、

(8)η 嘘+1=ん 一M`π[乙 乙f,ん]

で あ る。 も し α,≧ ん な ら、 持 ち越 され る在庫 はゼ ロ(π`.童=0)と な り、α,〈 んで あれ ば、

η,+1=ん 一 ω,だ けが持 ち越 され る。 そ して次期 には んを維持す るため ん一 πごだ けの在庫補填用生産

が行われ る。

以上 が カー ンに よるモデルの基本 的な部分で あ り、 このモデ ルを用いて さまざまなケ ースが分析 さ

れ る。

(2-3)カ ー ンモデル(2)…BacklQ9の ある場合

ここでは完全なBacklogの あ る場 合 を整理 す る。簡単 化のた め(1)で 表 され る需要(便 宜上新規

需要 と呼ぶ ことにす る)は(9)で あ るとす る。

(9)」D∫=(1-← こ乙f.

ここで、前 期 に発 生 した超過需 要部分 を完 全 にBacklogし 、今期 に生産販 売 し対 応す る もの とす



る。前期の超過需要 は ω,-1>ん であ るがために発生 しているのだか ら、販売 はS,一 且=d+ρD、-1+

M加[ω ご一1,ん]=d+ρD,-1+ん であ り、前期超過需要(D,.1-S,.1)は 、

(10)1)卜1-S,.1=ω 卜1一 ん

となる。 よって総需要 は、

(11)-D、-d+(砺.1一 ん)+ω,

となる。

今期の生産 は予想 され る需要部分(d)と 前期 よ りの超過需 要部分(α,.1-々)お よび、前期 に最

適在庫 ス トックはすべ て販 売 に回 され てい るため、今期 その部分 を補填 す るた めの生 産部分(ん)か

ら構成 され る。

(12)y置=(∫ 一{一(α`_1一 ん)一{一ん=oZ一 トZZf_1

それゆえ今期の販売 は

sε=M説[Yご,1)ご]

となる。(5)と 比 べて供給側 に π、が存在 しな いの は、前期 にお いて全在庫 ス トックで需 要に対応 し

て も対応 しきれず に超過 需要 まで発 生 して い るため、今期へ と持 ち越せ る在庫 が存在 しないか らで あ

る。(3)よ って、

8`=Mε π[ん,砺]

砺 部分 の需要 は予測 されな いため、んによって対応 され るか ら、

(13)ひ ε=1し4「6π[乙6ご,ん]

θは んによ って対応 し得 る量を表 し、 もしμ,〉 々とい う場合 には、在庫 ス トックで対処 しきれ ない部

分(砺 一 ん)が 発生 し、 これが今期超過需要 であ る。 それ は今 期のBacklogと して次期 に生 産 ・販

売 され る。 もちろん この とき

(14)ひ`==々

であ る。 この(14)よ り、

8,-Mε π[u∫,α`]

当然 ひ、<ω,で あれば、超過需要部分 は今期のBacklog部 分 とな り、診+1期 に生産 ・販売 され る。

[3]Production-Smoothingを 含 む 場 合 の 最 適 生 産 量

(2-2)で は、前期の超過需要 を完全 にBacklogす るケースを、限界費用一定 とい う仮 定の下で

展 開 した。 これ は もちろん限界費用が一定 であ るか ら可能で あ り、 そ うでな けれ ば完全 にBacklogす

ることが不可能 になる場合が現 れ る。 そのよ うな場 合 に企業 はどれ ほ どBacklogに 応 じるのかが問題

とな る。以下で はその よ うなProduction-Smoothingを 含む場 合の企業の最適生産量 を考え る。

(3-1)基 本となる仮定

ここで用いるモデルは基本的にはカーンモデルのそれであるが、あくまで超過需要が発生 している状

態に焦点を当てているため、若干の変更を している。まず需要側は次式とする。(4)



Backlo9と 最適生産量の決定

(15)D、=cy卜1+δ 之～+1+膨,

ここでcは 限界消費性向 を、1は 設備投資 を意味す る。 なお簡単化 のため0〈c〈1と1を 一定 と仮定

す る。超過需要 につ いて は今期Backlogし 、次期 へ受 注残高 と して繰 り越 す もの と仮定 し次式 を想定

す る。

(16)2ζ,+1=(1⊃`一}7ご)

しか し、 この超過需 要残高(受 注残高)2が 次期 にすべて生産 対応 され るか ど うか は不 明であ る。 そ

こで2の うち次期 に生 産対応 され る割合 を δとす る と`期 の超過需 要の 中、次期 に生産 ・販売 され る

量 は、

δ2`+【=δ(D`-yf)

で ある。当然 この値 はいまの と ころ未知数であ る。ただ し、 もし前期 に超過需要が発生 してお り、前期

か らの持 ち越 し((1一 δ)2,)が あ るケ ースは無視す る。っ ま り持 ち越 しは1期 のみ有効 であ る と

す る。

生産側 は、

(17)Y亡=E[D,け];d7ト 夏+δ 之ε+1

となる。 さ らにy'、 について は、以下 に示す販売 価格についての仮 定を施さな くてはな らないため、便

宜上新規需要 に対応す る供給部分を ッ,-cy、-1+1、 前期か らの受注残 高用 の供給部分 を ♪・、,篇 δε、

として 区別 してお く。 したが って生産 は、

(18)Y、=)ノ`+ツz,

で ある。 ここで は前期 にお いて超過需 要が発生 していたケースを考えて いるため、持 ち越 し在庫 ス トッ

ク π,は ゼ ロ とす る。 また最適在庫 ス トックを除いてい る。

よって今期の販売8,は 、

8`=ルfε π[y,,D日

で与え られ る。 しか しどれだけ販売 され るかは分か らない。 あ くまで生産量 は企業 の最適化行動の中か

ら決定 され、 もしY,>D,な ら8,-D,と なるか らで ある。 またた とえ超過需要y,〈D,が あ った

と して も、必ず しも完全 に供 給 され るとは限 らず 、8,=y、 とい うこと も有 り得 る。

販売価格 にっいては価格一 定の仮定 をはず し、需要曲線が右下が りであ り、独 占的に行動す る企業を

想定す る。 したが って今 期の価格p、 は次式 によって決定 され る。

(19)Pご=1つ(y,)

ただ、超 過需要 に対応す る販売 に対 して は、前期の価格の下で受注 を受 けているため、 この部分の販売

はp,.1で 行 われる。 よ って超過需要部分 に対す る販売 収入 はp、.1ッ,,で ある。

費用関数について はProduction-Smoothing仮 説 を考え るため費用逓増型 の性質 を持 つ費用関数C

を仮定 す る。

(20)σ,=σ(}7、),σ'(γ)>0,C"(y)>0(一 定).

以上 の仮定 に基づ き今期 の最適 な生産量を求め る。



(3-2)基 本モデルと最適生産量

企業は ご期の利潤 と将来利潤の割引現在価値の合計が最大になるように生産量を決定するものとす

る。そこで6期 の利潤を

　
E[Σ(1+θ)一:(P,(二yε)ツ 、+ 、ρ¢_1ツz、-C(yF`))1孟]

`ニo

で 表 し、 こ れ に(2-1)の 仮 定 を 代 入 して 、g,に つ い て の 状 態 評 価 関 数V(2、)(Valuefunction)

を も ち い てBellman方 程 式 を 作 る と、(5)

　
(21)V(2`)軍E[Σ(1+θ)一`(P,(ツ`))ノ,十P`-1yβ ご 一一C(y`))+V(2`+エ)1孟]

`=0

(21)を ッ、とッ、,で微分 す ると、

(22)V',(2f)=Pf+(愛yε/⑫,-Cy(y∂=0

(23)1/ン ♂(之、)ニ ーCy3(}7,)十(1-{一 θ)-1τ/yz(2r,+1)=0

となる。 ここでpご+{か,/⑫ 、は限界収入 であ るため、需要 の価格弾力性(η 〈0)を 用 いて書 き

直す と、p,+d!y,/(加,=p,(1-1/η)と なる。

さ らにツ、,=δ 之,で あることに注意 してBenveniste-Scheinkmanの 定理 を用 いると、

v、(2∂=Pε.1δ

で あるため、 この関係か らV,,(之,.1)=p,δ であ るた め、 これ を(23)に 代 入 し、(22)(23)を

合わせ1階 条件 を整理 す ると、

p、(1-1/η)-Cン(y'`)十p¢ δ(1十 θ)-1-Cy8(yε)=0

を得 る。 この条件 の経 済学 的な解 釈 は図を用 いる と明確 とな る。(22)の 条件 は、新規需要 に対 す る最

適生産量 は限界収入p、(1-1/η)と 限界費用C,(y,)が 一致す るところで決 まり、同時に価 格

も決 まることを教えて いる。 これ らをそれぞれ ン、とp、 としFig.1に 描 いて いる。 これ はま さに新規

需要に対す る生産量 と価格 は独 占市場の ごと く決定 され ることを意 味す る。一方(23)は 超過需要に対

す る生産量 が、`+1期 に1単 位販売 した場合の限界収入の現 在割 引価値p、 δ(1+θ)-1と 限界費用

C,、(y、)が 等 しい ところで決定 され る ことを示 して いる。 さ らに価 格 は一定p,で あ るため これは

ま さに超過需要2、 に対す る受注生産y、 が完全競争 的市場 のよ うに決定 され る ことを表 して いる。価

格一定 か ら(23)よ り一意的 に生産量 ッ、が きま る。す るとδは定義的 に、

δ≡)㌔ ε/ε ∫

であ るため、ッ、が決定 され ると δが一意的 に確定 す る。 も しッ、〈 之,で あれば δ〈1で あ り、受注残

高の1部 は生産 され ない。Fig.2で は 之,が2、 の場合 に、最適生産 ッ.が ッα、だけ行 われ、1。 部分が

生産 され ない ことを表 して い る。他方 もしッ、>2、 で あれば δ>1で あ り、受 注残高 はすべて生産 ・

販売 され るが、 限界収入 と限界費用が等 しい とい う意 味におけ る最適生産 ではない ことになる。Fig.3

で は2、 が2占 の場合 には、最 適生産)・、はyα 、であ るが 、b部 分が過 剰生産 とな るこ とを示 して い

る。 しか しこの部分 はProduction-Srnoothing的 に考えれば次期 に持 ち越 され る在庫 ス トックを表 し

てい ることになる。



[4]お わ りに

以上の結果より、超過需要に対 して予約受注生産(Backlog)で 対処する場合、新規需要に対 しては

生産量 ・価格を独占企業的に決定することが可能であって も、前期か ら繰り越された超過需要に対 して

は完全競争的に振る舞わな くてはならないことが明きらか となった。これは予約受注生産部分は前期受

注 したときの価格で販売するという仮定に基づ く。 しか も、前期受注 した製品に対 して今期成立する価

格を設定することよりも、このような仮定のほうがより現実的であるように思われる。

また、カーンモデルでは超過需要に対 してどれだけの割合がBacklogさ れるかは単に一定の係数 と

して与え られているにす ぎないが、本稿ではその係数は利潤最大化行動から決定され、需要状況に応 じ

て変化することを示 した。

しかし問題はカーンモデルが超過需要が発生する状況のみを扱 っているところにある。なぜならもし

超過需要が発生せず、超過供給が発生 した場合には意図されない在庫が発生することになり、これが乗

数過程を切断する可能性があるためである。た しかに在庫を扱 う場合の重要性の1面 には、超過需要に



対処するためになされた在庫投資がさらに超過需要を増加させるという面 もあるが、意図されない在庫

ス トックの蓄積による乗数過程の切断 とそれによる需要削減という面 も重要である。場合によっては不

況の原因であ りさえする。 したがってこの点に関 しては今後の課題 としたい。

脚 注

(1)こ の よ うな仮 定 は カ ー ンの 原 モ デ ル に はな く、 カ ー ンで は π,一 η,-1=y,-8,で あ る。 しか し以 下 の 議

論 の た め(3)式 の よ う に修 正 して い る。

(2)こ こで の最 適 在 庫 ス トック保 有動 機 は ス トッ クア ウ ト(Stockout)の 回避iであ る。

(3)こ の点 が 、Backlogが あ る場 合 とな い場 合 との 最 適 化 の1階 条件 の相 違 を もた ら して い る。

(4)カ ー ンモ デ ル で は乗 数 過 程 は成 立 しな い。 なぜ 乗 数 過 程 が 成 立 しな い か 、 お よ び乗 数 過 程 を 明 示 的 に取 り

入 れ た モ デ ル にっ いて は別 稿 に譲 る。

(5)Be11man方 程式 につ いて はSargent[5]pp.29-33.お よ びBlanchard[1]pp.279-283.を 参 照 した 。
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