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販売制約下における最適化行動

*内 上 誠

Optimal behavior under constrained Sales

Makoto Uchigami

Abstract.

  This paper presents models of Optimal behavior by firm at that sales of the 

 firm are constrained. Two cases are proposed : the former is a case that there 

exists excess demand and sales is constrained by Inventory stocks, the latter 

is a case that sales is equal to demand less than Inventory stocks. In both cases 

Conditions of optimal behavior are the same as Blinder presents. But at the 

second case, optimal solution does not realise due to the nonnegativity 

restriction of Inventory stocks.
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には販売 されな い。

仮定 の関係 を明示 す るため期間を用 いて表す と

以下の ようになる。ただ し、生産をY、 在庫 ス トッ

クをZ、 販売 をSと す る。

Zt+1=Yl十Zt-St(1)

t期 の生産Y,は すべてt+1期 の在 庫 ス トッ

クZ、+1と な り、t期 の販売S,はt期 の在庫ス トッ

クZtで まかなわれ ることをZt-Stが 表 して い

る。 も しZ、>S、(売 れ残 り)が 発生 すれば、 そ

の分 も次期在庫 ス トックに繰 り越 され る。Z、 〈

S、 とな るな らbacklogの 問題が発生す るが、 本

稿 では これ らについては触 れない。

(1)Abel[1985]は 、需要側に確率変数を取り入れ、全体を

確率モデルにすることで、 ス トックアウ トのあ るケース

とないケースの両方を同時に分析 している。主要な点は、

費用関数が線形であって もプロダク ト・スムーシングが

成立すること、最適条件がケースによってブライ ンダー

とは異なること、およびこれ らの結論が生産 ラグの存在

に大きく依存 していることである。

[1]は じめに

本稿の 目的 は、企業の販売が制約 される場合に、

最 適行動が可能か ど うかを考え ることにある。 販

売 制約 と して は次の2っ の ケースを想定す る。 大

量 の需 要があ るに もかかわ らず販売 し得 る財 が少

ないケース。販 売可能 な財が多数存在す るに も関

わ らず、需要が少な い場合。 と くに前者 につ いて

はbacklo9を 想定 して いな いた め、超 過需 要 は

すべて失われ ることとな る。 なお、 仮定 につ いて

は、Abe1[1985]モ デルを基本 にお いて いる(D。

最 も特徴 的 な仮定 は、生産 ラグにあ る。考察 さ

れ る財 はす べてstorableで あ ると仮 定 し、 さ ら

に、 あ る時点 にお いて販売 可能 な生 産量 は、前 時

点 に生産 された生産物 と売 れ残 りの合計 であ ると

す る。 っ まり今時点 に生産 された生産物 は今時点
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[3]最 適条件 と運動方程式

企業 は利潤 を最大 とす るよ うに行動す ると仮定

す る。 この とき企業 が選択す る ものは最適生産量

である。

Yを 生産量 と し、Pを 生産物価格 とす る。 ただ

し、p>0で 一定 と仮定す る。pSは 販売収 入 を表

す。費用関数 をC(Y)と す るが、次 の性質を持っ

ものとす る。

C(0)=0,C'(Y)>0,C"(Y)>0

在庫 ス トックの保持 費用をB(Z)と す る。 ここ

で も費用関数 と同様、

B(0)=0,B'(Z)>0,B鱒(Z)>0

を仮定 してお く。

以上 より考察 すべ き対象 はつ ぎの式 となる。企

業 は利潤 の現在割 引価値合計Vを 最大 にする こと

を 目標 に してい る もの とす る。r>0は 利 子 率で

あ り、割 引率 とす る。

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

こ れ

maxV-∬[pS-C(Y)-B(Z)]e一 耽dt

の

Z=Y-S

-Z≦O

Z(0)=Zo>O

Y∈[0,。 。)

S.t.

(7)はZがnonnegativeで あ る条件を表 す。

はbacklogを 考慮 しないためである。(8)は 在庫

ス トックの初期値 を表す。(9)は 生産 量 がnonn・

egativeで ある ことを表 す。 さ らに横断 性条 件 が

付加 され る。

【Z〈Dの ケー ス】

まず、Z>Dの ケースを考え る。 この場 合S=

Zで あ る。Zに 関 す る制約条件等 を考慮 し、 さ ら

に(6)を(3)と す る と、考察すべ き問題 は次式 とな

る。

maxV一 蕗..[pZ-C(Y)-B(Z)]e-「tdt

(10)十μ(Y-Z)十 κ(Y-Z)

(3)こ れ はstate・spaceconstraintsと 呼 ば れ る も の で あ り 、

KamienandSchwarts[1991]Sec,17,Chiang[1992]

pp.298-314に 詳 し い 。
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[2]2っ の在庫 蓄積方程式

販売 に関 して は次 のよ うな仮定 をお くが、 その

内容 はAbel[1985]と は ことなる。

S=min(Z,D)(2)

Dは 需要 を表 す。 ただ し、需要 に関 しては所得 や

価格 の関数 と考 える ことが十分可能で あ り、 む し

ろ望 まれ るか もしれないが、 モデルを シンプルに

す るとい う立場か ら、需要 は外生的 に与 え られ、

しか も各時点で一定 と仮定す る。

(2)よ り販売 は この時点(初 め)に 存在 す る在

庫 ス トックと需要 によって制約 され、両者の中か

ら、 シ ョー トサ イ ドの方が選 ばれ る。 前述 の通 り

backlogに っ いて は考察 しな いた め、Z<Dの と

きに は販売量SはZが 限界 とな る。 他方 、Z≧D

の場合 はDが 販売可能 量 とな り、その差 は売 れ残

りとな るため、 それ らはすべて次期 の在庫 ス トッ

クへ と繰 り入 れ られ る。

販売 について このよ うに想定 す ると、在庫蓄積

方程式 は次 の2っ の ものが導 き出され る。

も し、Z<Dで あ るよ うな場 合 、S=Zと な る

ため、 これを(1)に 代入す る と、

Zt+1=Yl

がつね に成立す る。っ ま り売れ残 りによる在庫蓄

積 は存在 しない(2)。

これ より両辺か らZ、を引 くと、

Zt+1-Zt=Yl-Zt

さらに微分形 に直 し、混乱 が無 い限 りtを 取 り除

くと、
　
Z=Y-Z(3)

となり、 これがZ<Dの 場 合の在庫 蓄積 方程 式 と

な る。

他方、Z≧Dで あ る場 合 に は、S=Dで あ るか

ら、 これを(1)に 代入 す ると、
　
Z=Y-D(4)

とな り、 これがZ≧Dの 場合 の在庫蓄積方程 式 と

なる。

(2)こ の関係がつねに成立するためには、暗黙の中に大量の

需要がっねに背後に存在 していることを想定 しているこ

とになる。
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こ こで、

φe「t=γ,ψe「tニ η

と し、(15)を ハ ミル トン関数Hの 形 に す る と、

Hニ[pD-C(Y)-B(Z)十 γ(Y-D)

となる。 この(16)よ り最適化条件 は、

最後に横断性条件として、

とな る。

ここで も、 まずZ>0領 域 を考 え る た め 、 η=

0と す る。(c・・7)よ り、

＼↓∪ノ'-LJ＼ 乙ぽノ 」・'

とな る。

(17)と(17)を 時間 で微分 した ものを用 いて(18)

(19)

へ代入 す ると、
　
Y=[B'(Y)十rC'(Y)]/C"(Y)

と な り、

合 の運 動 方 程 式 と な る。

これ と(4)ま た は(c-11)がZ>0で あ る場

[4]位 相図

各ケースの位相図を用いて両者を比較する。

【Z〈Dの ケース】

(14)と(c-5)を 均衡 近傍 で線 形近 似 し、 特性 方

こ こで κ(・)はZに 関す る制約 条件(7)か ら導

き出せ る(3)。

ここで、

と し、(10)を ハ ミル トン関数Hの 形 に す る と、

H=[pZ-C(Y)-B(Z)十 λ(Y-Z)

となる。 この(11)を 用いて最適化の条件を求める。

/_¶ 、TT_(,/r駐7＼1う1ハ_(

そ して横断性条件 と して、

limZμ ニO
t→QO

ただ し、Ax=∂A/∂xで あ る。

まず、Z>0で あ る領域 を考 え る。 θはZ=0の

ときその効果が発揮 され るか ら、 いまの場 合 は取

り除 いて良 い。す ると、(c-1)よ り、

ま た 、(c・6)は 、　
λ=-p十B'(Z)十(1十r)λ(13)

と な る。

(12)お よ び(12)を 時 間 で微 分 した もの を(13)へ

代 入 す る と、

コ
Y=[-p十B'(Y)

十(1十r)C'(Y)]/C"(Y)(14)

を 得 る。 よ って 、Z>0で あ る場 合 の 運 動 方 程 式

は(c-5)と(14)で あ る。

【Z>Dの ケー ス】

次 に、Z>Dっ ま りS=Dで あ るケー スを考 え

る。先 ほど と同様 にす る と、考察すべ き問題 は次

式 となる。



【Z>Dの ケー ス】

(19)と(c・11)を 用 いて、 同様 に特性方 程式 を求

め ると⑥、

となる。判別式 △とデ タ ミナ ン トDは 、

を示 すため、均衡点 は鞍点 とな り位相 図 はFig.2

のよ うに描 くことが で きる。

このケースで は経済が均衡へ と収束す る ことは

ない。在庫 ス トックに関す る制約の ため、経済が

Z=0を 越え ることはで きな い。Z=0で のYの 動

きは、次 のよ うになる。

(c冒7)より、

これを時間で微分すると、
● ●

こ れ に(18)を 代 入 し、 さ ら に 先 ほ ど の

γニC'(Y)一 ηを用 い整理 す ると、

の値 によ りYの 動 きが決 まる。

しか し条件(c-8)η(Y-D)ニ0か ら、

が 成 立 しな くて は な らな いた め 、 最 終 的 に は

Zニ0、YニD>0へ と収束 す る。
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程 式 を求 め る と(4)、

ここで αは根 を表 す。仮定 と して、

とするな ら、判別式 △とデ タ ミナ ン トDは 、

となるため、均衡点 は鞍点 とな る。

位相図 はFig.1と なる(5)。

点Aお よびBは 、

で ある。

Fig.1か らも分か るように在庫 ス トックzが ゼ

ロとなる ことは決 して ない。 したが ってZに 対す

る制約 は作用 しない ことになる。

(4)基 本 となる式は次の2つ である。

Z=Y-Z

均衡点を(Y零,Zつ とし、均衡近傍で線形近似すると、
1♂,1一,.hノ_..1L騨}▼.1

とな る。 根 を α とす る と特 性 方 程 式 は、

α2-rα+[(1+r)-B"/C"]=0

とな る。 た だ し、dC"/dY=0と して い る。

(5)図 中にある補助線にっいては和田[1990]を 参照。

(6)次 の2本 の微分方程式を考える。

均 衡 点 を(Y写,Zつ と し、 均 衡 近 傍 で 線 形 近 似 す る と、

1《71_LD"/A"IIV_V・1

とな る。 根 を α とす る と特 性 方 程 式 は、

α2-rα 一[B"/C"]=0

とな る。 た だ し、dC"/dY=0と して い る。
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[5]結 語

本稿で はAbel[1985]を 参 考 に し、 販 売制約

の ある場 合の最適経 路 にっ いて考察 した。大量の

需要 が背 後に保証 され る場合 には、利潤 の割引現

在価値 を最人 にす るよ うな経路 が存在 し、生 産 と

在庫 ス トックはプラスの水準 で均衡 へ と達 す る。

ところが、需要 が少 な く需要 によ って販売 が制約

す る場合 には、最適経路 が存在 す るものの、均衡

はマイナ スの在庫 ス トック水準 に存在す る。 もし、

われわれのモデルがbacklogを 認～bてい るな ら、

最適経路 を通 じて均衡 へ と達 す るが、 われわれ は

back!ogを 認 めな いた め、 在 庫 ス トックにnon-

negativeな 制約を設 けて い る。 この よ うな経 済

では在庫 ス トックが ゼ ロのまま、生産水準 のみが

変化 す る。条件(c-8)よ り最終 的 に需要 に等 しい

生産水準 へと収束す る ことになる。


