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Kummerの合流型超幾何微分方程式に大きなパラメータを導入した微分方程式が本論文では考察

されている.大きなパラメータを適切に導入することにより, WKB解と呼ばれる形式解が構成で

きる.この形式解からボレル総和法により解析的な解の基本系を得ることができる.一方, Kummer

の方程式には標準的な解として合流型超幾何函数がある.そこで自然な問題として合流超幾何函数

とWKB解のボレル和との関係がどうなっているかという疑問が生じる.本論文ではこの疑問に対

するーつの答を与えている

Introduction に続いて Section1 では大きなパラメータを持つKummerの合流型超幾何微分方

程式(以下K11mmer方程式と略記)が定式化される. KⅡmm紅方程式

= JJ-,

において大きなパラメータηを

の

α=αη+α0, C =ツη十ツ0, Z =ωη

とおいて導入する.さらに1階項を消去する未知関数の変換を行うと方程式は

ヒ阜

ここでR = RO+η一IRI+η一2R2 はの形となる
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となる.本論文ではこの方程式を考察している. section 3

Kummerの方程式のWKB解と呼ぱれる形式解を考える.

Ito =

一αlb - 0

の形を持っものである.ここでT。dd は方程式に付随する Riccati方程式T.十r2 =η2R のη一1に

ついての形式的ベき級数解のV々石に関する奇数次部分である.この形式解は,パラメータに関す
る一般的な条件の下にStokeS曲線で囲まれた領域(stokeS領域という)においてBON1総和可能

となることが知られている. C。, C2 をそれぞれ特異点b。= 0,b⑭= Mから出発し,単純変わり

点(R。の単純零点)を回り,出発点に戻る周回路とする. r。dddωは,各特異点において,極を持

ち,主要部は T。dd,sodωと一致する.ここでT。dd,S0 は T。dd のηに関する篇が負または 0 の部分
を表す.従って次の積分は形式的ベき級数として意味を持ち,変わり点の選び方に依らず定まる
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これを特異点bjのVoroS係数と呼ぶ.本論文の第1結果は, vmoS係数の具体形を与えたことに
ある.例えぱ原点b。=0のVoroS係数W0 は

4ω2

ではVoroS係数が論じられる

これはこの方程式の形式解で

"・捕...=(ー、れ=2
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で与えられる(Theoreln32).ここに Bη(ω)はη次Bern0田Ⅱ多項式である. b2 = M のVoroS係
数も同様に与えられている.証明の方法はVoroS係数が満たすパラメータに関する差分方程式を

導出し,適当な条件を付加すると VoroS係数がそれらの方程式により特徴付けられることに着目

し,その方程式系を形式的無限階作用素を用いて解くというものである.
Section4 では前節で求められたVoroS係数のBore1和を求めている. Bore1和はパラメータ空間

の幾っかの令頁域に分けて計算される.考えている方程式のStokeS曲線のタイプにより領域が決ま

る.これらの領域を明示するために,まずStokeS曲線のグラフ論的な分類を与えている(TheoNm

4.1). stok郎曲線の形状は3通りあり,それらに対応する領域が求められている.そして,各領域ご
とにV仭卵係数のBON1和を計算し,具体形をG.mm0函数を用いて表す式を与えている(Th.ONm

42, ThooNm4.4).例えぱ0 く Rea く Reツのとき W0 はBore1総和可能となり,そのBore1和は

rw。十ツη)1'WO - 1十ツη)α町十剣一う(ツーα)知一町+W一ωη一Ξツη

となる.

Section 5 では合流超型超幾何函数と WKB解の Bore1和の関係が考察される. Theorem 5.1

およびTheorem 5.2が本論文において最も重要な結果である.例えば0 く Re a く Reツかつ

Imw一ωく0のとき

1
- 10g
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IFI(α0十αη,ツ0十ツη;ηω)
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となる.ここで左辺はKummerの合流型超幾何函数,ψ斗はWKB解ψ十のBore1和である.導
出の方針は,まず原点で正規化されたWKB解のBote1和と合流型超幾何函数の関係を求め,次
にVoroS係数を利用して変わり点で規格化されたW'KB解のBore1和と対応付けるというもので

ある。 Reツ>0の場合にはΦ、単項で対応が与えられるが, Reツく0の場合はψ士両方のBorel
和が必要となる.これに関してはTheorem52で議論されている.この場合には原点で分岐する

解析的解が劣勢WKB解と対応するため,正則解である合流型超幾何函数は劣勢解単独のBore1和

では表し得ない.そこで,本論文では完全WKB解析における接続公式を活用し,無限遠での解
の基本形で適当なものと対応付けを行うことにより関係式を導出している.

Section6では前節までに得られた結果からパラメータの特殊化あるいは合流操作により, wh北・

taker方程式に対するVoroS係数に関する Koike・Takeiの結果やWeber方程式に対する Takeiの結

果が得られること,さらには大きなパラメータの入れ方を一般化した結果が得られることを示し

てぃる.また, Besse1方程式についてもVoroS係数の具体型を与えている.

「(ツ0 十ツη)0一妥WO 一α0 +(ツーα)η一 1)

十
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本論文ではKummerの合流型超幾何微分方程式の係数に1次式の形で大きなパラメータηを導
入し,1階項を消去して得られるSchr6dinger型微分方程式に対して完全WKB解析による詳細な

考察を行っている.ηはPlanck定数の逆数とみなせるので,ηが無限に大きくなる極限は量子力
学の準古典極限に相当する. WKB法はそのような準古典極限における近似解法として長年利用

されてきたが,1980年代に近似なしの解析を行う完全WKB解析の試みが始まり,今日に至るま

で研究が続いている.

完全WKB解ずrでは,準古典展開のすべての次数の寄与を取り入れたWKB解を構成し,正規化

の仕方が異なるWKB解の間の接続関係をV0τOS係数と呼ぱれる量で記述する. WKB解と Voros

係数はいずれもPlanck定数に関して収束半径が0の発散級数であるが,完全WKB解析ではこれ

らにBore1総和法を適用してPlanck定数の解析函数として再定義を行う. watsonの補題によっ

て,もとの発散級数はこの解析函数の漸近展開とみなすことができる.実際の解析においては,方

程式が定義された複素平面の上で,変わり点を出発するすべてのStokeS曲線の配置を求める必要

がある. WKB解のBore1総和はStokeS曲線で区切られた StokeS領域ごとに行われる.その際に

WKB解の正規化の仕方も選ぱれる.こうしてStokeS領域ごとに解析的に意味づけられた一連の

WKB解が得られる.それらの間の1次関係である接続関係はBore1総和されたVoroS係数によっ

て記述される. stokeS領域においてBore1総和されたWKB解はもとの形式的級数としてのWKB

解を漸近展開にもつが,隣接するStokeS領域の間のWKB解の接続関係を用いれぱ, stokeS曲線

を越えたときの漸近展開の変化の様子もわかる.これによってSchr6dinger型方程式の固有値問題
の解析なども可能になる.このように, Bore1総和法に基づいて伝統的なWKB法を厳密解法に発

展させたのが完全WKB解析である.

本論文で考察する Schr6dinger型方程式はWhittaker方程式であり,昇降作用素をもつ.論文
の前半ではこの昇降作用素を巧妙に利用してVoroS係数の形式的級数としての具体的な形を決定

し,そのBore1総和も計算している.この結果に基、づいて,後半ではKummer方程式の標準的な

合流型超幾何函数解とSchr6d血ger型方程式のWKB解から得られる解の間の 1次関係を求めて
いる.これらの考察から得られた主要な成果は以下の4つに要約できる.

第一に, whittaker方程式のV0τOS係数を形式的級数として具体的に求めている.方程式の特殊

性を利用してVoroS係数を明示的に決定する問題に関してはいくつかの先行研究があるが,それ

らはWhi桃aker方程式が退化して大きなパラメータ以外のパラメータを1個だけもつ場合を扱っ

ている.本研究は一般的な場合を扱う初めての試みである.ここでは方程式に2個のパラメータ

α,ツが現れる.このように複数のパラメータが現れるため,先行研究の手法は適用できず,新た

な手法が必要になる.本研究では昇降作用素を用いてVoroS係数がα,ツに関して満たす差分方程
式を導き, BernoUⅡi多項式を用いてその解を具体的に構成している.この方法はWh批aker方程

式に限らず様々な場合に応用できる可能性をもつ.

第二に, BernoUⅢ多項式によるVoroS係数の具体的表示からBore1和を計算し, Bore1総和可能

性を直接的に証明している.この計算は複素平面上のStokeS曲線全体の形状に依存するので,計

算に先立ってStokeS曲線の形状の分類を行っている.この分類自体が重要な結果であり,論文で

は3通りの形状が現れることを明らかにしている.さらに,(α,めがなす複素2次元のパラメータ
空間をこの分類に基づいていくつかの領域に分けて,各領域ごとにVoroS係数のBore1和を求め

ている.領域の境界はStokeS曲線の形状が退化してBore1総和可能性が成立しない場合に相当す
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る. Bore1和はこれらのパラメータ領域ごとに異なる形をとるが,それらはいずれもガンマ函数を
用いて明示的に書き下され, WKB解の接続関係が具体的に解析できるものになっている.このよ

うなBore1和の計算は先行研究でも行われているが,本研究では複数のパラメータが現れるため,

既存の方法を改良した新たな手法を開発している.この手法も様々な場合ヘの応用が期待される

第三に, Kummer方程式の合流型超幾何函数解と前述のWKB解析から得られる解の間の1次

関係を決定している. Kummet方程式は複素平面の原点と無限遠点の両方に特異点をもつ.それ

らに付随していくつかの合流型超幾何函数解がある.他方, schrδdin宮er型方程式に対しては,正

規化の仕方を変えたWKB解がいくつか構成できる.1階項を消去する手順を逆にたどれば,これ
らのWKB解のBore1和からもKummer方程式の解が得られる.本論文ではこれらの解の間の1

次関係を具体的に求めている.前述のパラメータ空間の領域分けやVoroS係数の具体的表示はこ

の考察の中で決定的な役割を果たす.

方程式が2階であるから,各合流型超幾何函数が2個の独立なWKB解の1次結合で表されるこ

とは当然であるが,その係数を明示的に書き下すことは容易ではない.論文では合流超幾何函数
とWKB解の原点や無限遠点での振る舞いを調ベたり, WKB解の接続公式を利用して,この1次

結合の係数を決めている. WKB解の振る舞いはStokeS曲線との位置関係によって変わり, WKB

解の接続関係もStokeS曲線全体の形状に依存するので,この解析は前述のパラメータ空間の領域
ごとに分けて行う必要がある.このような複雑な解析を遂行することによって,本研究はどのパ

ラメータ領域においても合流型超幾何函数をWKB解の1次結合として明示的に書き下すことに

成功してぃる.特に,パラメータ領域の違いによって,合流型超幾何函数が1個のWKB解の定

数倍で表される場合と,2個のWKB解が必要になる場合があることを見出している.

第四に,方程式のパラメータの特殊化や特異点の合流操作によって,他の型の方程式における
VoroS係数も導き出せることを示している.このようにして扱える方程式には,先行研究が対象に

した退化型Wh北taker方程式やWeber型方程式に加えて, Besse1方程式などもある.こうして得

られたVoroS係数の表示式によって,様々な方程式の統一的な解析が可能になる.

合流型超幾何函数はガウスの超幾何函数と並んで基本的な特殊函数であり,その漸近的性質を解

明することは理論と応用の両面できわめて重要な問題である. Bore1総和されたWKB解はStokes

領域における漸近的性質がわかっているので,本研究で得られた一連の公式から合流型超幾何函

数の漸近展開を導くことができる.合流型超幾何函数の漸近展開は長年にわたって様々な方法で

研究されてきたが,本研究によってそれらを統一的に理解することができると期待される.さら

に,既存の研究では大きいパラメータを実数値に限定することが多いが,本研究の結果はその場
合に限定されず, stokeS曲線の形状が退化しないすべての場合に適用できる.これによって,大
きいパラメータの偏角を変えることによって起こるStokeS現象の解析も可能になり,新たな研究

の発展につながることが期待される.

以上のように,本論文は新たな知見を多数含み,その学術的意義は大きく,博士(理学)の学

位論文に相応しいものと認められる.
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